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Resum

La teoria de jocs és una eina potent per a l’analisi de la presa de decisions
estrategiques en una gran varietat de disciplines, des de l’economia fins a la
intel-ligencia artificial. Aquest treball explora els conceptes fonamentals d’aquesta
teoria, amb especial emfasi en el paper que juguen les asimetries d’informacié
en la determinacié dels equilibris. Comencem amb les definicions de nocions
basiques com els jocs en forma normal, les estrategies pures i mixtes, i ’equilibri
de Nash. S’exposen i demostren resultats centrals com 'existéncia d’equilibris de
Nash, tant en estrategies pures com en mixtes. A continuacié, ens endinsem en
els jocs extensius per analitzar processos de decisié seqiiencials, distingint entre
informacié perfecta i imperfecta. Presentem conceptes com ’equilibri en subjocs
i equilibri seqiiencial, destacant la seva rellevancia en entorns dinamics on les
decisions es prenen en diferents etapes. L’eix central del treball és 'estudi dels
jocs amb informacié incompleta, mitjancant I’enfocament de Harsanyi. Seguint
els treballs fonamentals d’aquest autor [5, [6] [7], mostrem com aquests jocs es
poden modelitzar com a jocs bayesians. Al llarg del treball, es combinen el
rigor formal amb exemples concrets i models que il-lustren els resultats. La
teoria es fonamenta principalment en les obres classiques de [1I] i [10], entre
d’altres. Finalment, s’examina com l’estructura de la informacié i les creences
condicionen les estrategies optimes, mostrant com la informacié incompleta
modifica profundament els resultats estrategics.

Abstract

Game theory is a powerful tool for analyzing strategic decision-making in a
wide range of disciplines, from economics to artificial intelligence. This thesis
explores the fundamental concepts of game theory, with a particular emphasis on
the role of informational asymmetries in determining equilibria. We begin with
an introduction, where basic notions such as normal-form representations, pure
and mixed strategies, and Nash equilibrium are defined. Core results such as
the existence of Nash equilibria—both in pure and mixed strategies—are stated
and proved. We then move on to extensive-form games to analyze sequential
decision-making processes, distinguishing between perfect and imperfect infor-
mation. Concepts such as subgame perfect equilibrium and sequential equilibrium
are presented, highlighting their importance in dynamic environments where
decisions are made in stages. The central focus of the thesis is the study of
games with incomplete information, following Harsanyi’s approach. Building
on the foundational work of this author [5] [6] [7], we show how such games
can be modeled as Bayesian games. Throughout the thesis, formal rigor is
combined with concrete examples and models that illustrate the theoretical
results. The framework is primarily based on the classical works of [I1] and [I0],
among others. Finally, we examine how the structure of information and the
players’ beliefs influence optimal strategies, showing how incomplete information
significantly alters strategic outcomes.



Index

T Tacadl

2 Teoria de Jocsl
2.1 Introduccid a la Teoria de jocs|
2.2 Estrategies en jocs| . . . . . .
2.3 Equilibris de Nash|] . . . . ..

[2.5 Jocs extensius d’informacio perfectal . . . . .. ... ... ...

2.6 Jocs extensius d’informacié imperfectal . . . . ... ..o

2.7 Jocs amb informacio incomplet

A

2.7.1 Teoria 1 Model de Harsanyy| . . . . ... .. ... .. ...

[2.7.2  Equivalencia entre Jocs|
2.7.3  Jocs Bayesians| . . . .

3 Un cas d’estudi, Kuhn poquer|
3.1 _Analisi teoric] . . . . ... ..

[3.2 _Aproximacio computacional, CFR| . . .. ... ... ... ...

3.2.1 squematitzacio teorica del CFR} . . . . ... ... .. ..

4__Conclusions|

A Appendix A: Codi CFR)

29
29
32
32
33

36

37



1 Introduccio6

La teoria de jocs és una branca de les matematiques que s’ocupa de 'estudi
formal de les situacions d’interaccié estrategica entre diversos agents racionals,
coneguts com a jugadors. Des de la seva formulacié classica al segle XX,
aquesta disciplina ha esdevingut una eina fonamental per comprendre la presa
de decisions en escenaris tan diversos com la negociacié politica, la competencia
economica, la dinamica evolutiva i, més recentment, la intel-ligéncia artificial.

Aquest treball es centra en l'estudi sistematic dels jocs no cooperatius, amb
especial atencié als jocs amb informacié incompleta. S’hi duu a terme un
recorregut rigords que comenga amb els jocs en forma normal i avanga cap
als jocs extensius, tractant progressivament els casos d’informacié perfecta,
imperfecta i, finalment, incompleta. L’estudi no es limita a les definicions
formals, sind que posa un emfasi especial en la conceptualitzacié dels equilibris
de Nash, els equilibris perfectes en subjocs, els equilibris seqiiencials i els equilibris
bayesians, tot analitzant-ne les implicacions i les relacions mutues.

Un dels punts clau del treball és la incorporacié de 'enfocament bayesia desen-
volupat per John Harsanyi, que permet representar formalment els jocs amb
informacid incompleta com a jocs amb tipus, introduint aixi un marc general
per estudiar 'estrategia optima quan els jugadors tenen coneixement asimetric.
Aquesta formalitzacié dona lloc a una rica varietat de comportaments estrategics
que es poden analitzar amb gran precisio.

Aquesta fonamentacio teorica es complementa amb ’analisi detallada de diversos
jocs especifics, entre els quals destaca el Kuhn poquer, una versié simplificada del
poquer pero molt il-lustrativa dels jocs d’estratégia amb informacié incompleta.
A partir d’aquest joc, i com a aplicacié practica del marc teoric desenvolupat,
es presenta breument una implementacié de ’algoritme Counterfactual Regret
Minimization (CFR), que permet aproximar equilibris en jocs extensius de
manera iterativa. Tot i que aquesta part computacional no constitueix el nucli
del treball, serveix per exemplificar com les técniques matematiques es poden
traslladar a aplicacions concretes en la resolucié d’estrategies optimes.

En conjunt, aquest treball pretén oferir una visié completa i coherent del desen-
volupament dels conceptes fonamentals de la teoria de jocs en contextos d’infor-
macié incompleta, aixi com de la seva aplicabilitat en situacions representatives.
La combinacié d’una analisi teorica rigorosa amb exemples practics vol propor-
cionar una comprensiéo profunda dels mecanismes que governen la presa de
decisions en entorns estrategics amb incertesa.



Contribucio

Les meves contribucions més destacades en aquest treball inclouen I’estudi
detallat de casos representatius, la sistematitzacié dels conceptes clau i la presen-
tacié clara dels resultats per facilitar-ne la comprensié. La meva aportacié pot
veure’s reflectida en els segiients aspectes clau:

Rigor formal combinat amb claredat expositiva: He fet un esforg
per combinar el formalisme matematic amb explicacions clares i exemples
accessibles, facilitant aixi la comprensié d’un tema tecnic tant per a public
especialitzat com per a estudiants iniciats en la disciplina.

Integracié del model de Harsanyi: He sintetitzat i explicat amb detall
la transformacié de jocs amb informacié incompleta en jocs bayesians, fent
especial emfasi en la seva rellevancia practica i el seu impacte en la teoria
moderna dels jocs. Aquesta seccid aporta una visié estructurada i coherent
d’una tematica complexa que sovint es presenta fragmentada.

Aplicacié practica amb 1’algoritme CFR: He inclos una aproximacio
computacional al joc de Kuhn poquer mitjancant 1'algoritme Counterfactual
Regret Minimization (CFR), que tot i no ser el nucli del treball, suposa
una connexio amb el moén de la intel-ligeéncia artificial i les aplicacions reals
d’aquesta teoria.

Autonomia en el desenvolupament del contingut: Tot el contingut
ha estat elaborat de forma autonoma, seleccionant, contrastant i estructu-
rant referéncies classiques i recents per oferir una visié global, pero també
critica, de la teoria de jocs i les seves extensions.

Exemples originals i estudi propi del Kuhn poquer: He aportat
exemples propis per il-lustrar conceptes complexos i he estudiat una modi-
ficacid del joc de Kuhn poquer que no havia estat estudiada, per mostrar
com canvis estructurals afecten els equilibris i el comportament estrategic
dels jugadors.

Amb aquest treball espero haver sintetitzat i divulgat d’una manera clara i
concisa diferents aspectes complexos de I'ambit de la teoria de jocs i haver-los
desenvolupat d’una manera rigorosa i entenedora per al lector.



2 Teoria de Jocs

La teoria de jocs és una branca de les matematiques que estudia les interaccions
estrategiques entre agents racionals, coneguts com a jugadors. Aquesta disciplina
proporciona eines per analitzar com els individus prenen decisions en situacions
d’interdependeéncia mttua, on els resultats de les seves eleccions depenen no
només de les seves propies accions, siné també de les dels altres. A través de
models matematics, la teoria de jocs permet abordar situacions tan diverses
com conflictes politics, estrategies empresarials o comportaments animals, entre
altres.

En aquest apartat, basant-nos en referéncies classiques com [11], [1I0] o [5],
introduirem els conceptes basics d’aquesta disciplina, analitzarem quin rol té
la informacié que tenen els jugadors per a la presa de les seves decisions i en
quins casos podrem tenir decisions optimes o el que més endavant anomenarem
equilibris.

2.1 Introducci6 a la Teoria de jocs

Comencem amb les primeres definicions basiques d’aquesta disciplina per, més
endavant, poder endinsar-nos en models cada cop més complexes.

Definicié 2.1 (Joc estrategic). Un joc estrategic en forma normal és una tupla
(N, A,u) formada per:

e Un conjunt finit no buit, IV, el qual anomenarem conjunt de jugadors,

o A = X;cnA; el producte cartesia de conjunts no buits A; indexats per
N, als quals anomenem conjunt d’accions possibles (o estrategies) per al
jugador 4. Al conjunt A I'anomenarem perfil estrategic. Encara que no
sempre és aixi, en aquest treball assumirem, per simplicitat, que A és finit.

® u = X;enu; on u; : A — R és una funcié anomenada funcié de pagament
del jugador i, la qual assigna al perfil estrategic a € A el pagament que
rep cada jugador 7 si es juga a.

Tenint en compte aquesta definicid, veiem que per al jugador i una jugada
a € A; sera millor que una altra b € A; quan u;(a) > u;(b). Per indicar aquesta
prioritat entre jugades, farem servir la notacié a 77; b. De manera analoga,
podem definir un joc estratégic en forma normal com (N, A, (>=;)).

Definicié 2.2 (Joc de suma zero). Un joc de suma zero és un joc estrategic
en que la suma dels guanys i les perdues dels jugadors és sempre igual a zero.

Es a dir: Per a tota a € A, > u;(a) = 0. En altres paraules, no hi ha creacié
iEN
de valor ni en guanys ni en perdues.

Matematicament, en un joc de suma zero de 2 jugadors es compleix que:

Ul(ahaz) = —U2(a17az)



on u1 i ue sén els pagaments dels jugadors 1 i 2 respectivament, i a; i as sén
les estrategies escollides per cada jugador.

Definicié 2.3 (Matriu de pagaments). En un joc estrategic de dos jugadors, la
matriv de pagament és una representacié matricial dels guanys associats a cada
combinacié d’estrategies pures.

Sigui A = {a1,az,...,a,} el conjunt d’estratégies del jugador 1 1 B =
{b1,b2,...,b,} el conjunt d’estratégies del jugador 2. Aleshores, la matriu de
pagament per al jugador 1 és una matriu M € R™*" tal que:

Mij = ul(ai7bj).

On w;(a;, bj) és el guany del jugador 1 quan juga a; i el jugador 2 juga b;.
De manera analoga, el jugador 2 pot tenir una matriu de pagament M’ € R™*™
on:

Mi/j = ug(ai7 bj)

En un joc de suma zero, es compleix que M’ = — M.

2.2 Estrategies en jocs

En molts jocs, els jugadors poden optar per prendre la seva decisié de manera
determinista o bé prendre la decisié de manera probabilistica. Aquesta distincié
entre el que anomenarem estratégies pures i estrategies mixtes és clau per
entendre com els jugadors, prenen les seves decisions. Ens referirem a estrategies
pures com a aquelles que sén deterministes, és a dir, amb la informacié que
el jugador té sobre el joc, sempre prendra la mateixa decisié. En canvi, ens
referirem a estrategies mixtes quan, en una mateixa situacié, un jugador deter-
minara la seva estrategia de manera probabilistica. Dins la teoria de jocs, per
referir-se a la distribucié de probabilitat sobre les possibles accions d’un jugador,
s’'utilitza la paraula loteria.

Definicié 2.4 (Loteria). Sigui 4; el conjunt d’estratégies pures disponibles per
al jugador 7, una loteria (o estratégia mizta) és una funcio:

a; : A; — [0,1] tal que Z ai(a) = 1.
acA;

On «;(a) representa la probabilitat que el jugador ¢ jugui 'acci6 a € A;.

Definicié 2.5 (Extensié mixta). L’ extensié mixta del joc estrategic (N, A, u)
és el joc estrategic (N, (A(A;)ien), (Us)ien), on:

o A(A;) és el conjunt de loteries sobre A; i

o U; : XjenA(A4;) — R assigna a cada a € XjenA(4;) el valor esperat
segons u; de la loteria sobre A que és induida per .



De manera que

Ui(@) =Y | I es(ay) | wila)

a€A \jEN
si A és finit.

Aquest enfocament ens permet considerar situacions en que els jugadors no
es limiten a triar una tinica estrategia de manera determinista, sind que assignen
probabilitats a diferents accions possibles.

Remarca 2.6. Veiem clar que les estrategies pures sén un subconjunt de les
estratégies mixtes on la distribucié de probabilitat pren valors en {0, 1}.

Definicié 2.7 (Estrateégia estrictament dominada). En un joc amb n jugadors,
es diu que una estrategia a; esta estrictament dominada per una estrategia a} si
a} proporciona sempre una utilitat estrictament superior a a;, independentment
de les estrategies dels altres jugadors. Aix{ doncs, si

wi(@y, ... al, . oo an) > ui(ar, .o, ..., Gp)

per a qualsevol estrategia a; # a} i per a qualsevol combinacié d’estrategies dels
oponents (a,...,a—1,0;41,-..,0,). Anomenem a l'estratégia estrictament
dominant.

2.3 Equilibris de Nash

En aquest apartat arribem a un dels conceptes clau dins la teoria de jocs, els
equilibris de Nash. Aquests ens permetran poder estudiar els diferents jocs, de
tal manera que puguem obtenir una estrategia “optima”.

Definicié 2.8 (Equilibri de Nash). Donat un joc estrategic G = (N, A, u). Sigui
(a—y, ;) = (a1,a2, ..., @4;—1,4i, Gjy1, ...,an). Un equilibri de Nash es defineix com
un perfil estrategic a* € A amb la propietat que, per a tot ¢ dins N i per a tot
a; € A; es satisfa

Esa dir, trobem un equilibri de Nash al perfil estrategic a* quan, cap jugador
J vol prendre una altra estrategia a; perque el seu guany sera menor. Posem
un parell d’exemples senzills:

Exemple 2.9. Considerem el joc segiient:

| A B

A (1,1) (0,0)
B (0,0) (1,1)

En aquest joc, dos jugadors trien entre les accions A i B simultaniament. Si
tots dos trien el mateiz moviment, reben un pagament d’l. Si trien accions
diferents, reben 0.



o (A, A) és un equilibri de Nash a*.
e (B, B) també és un equilibri de Nash a**.

Cap jugador i té una estratégia d; tal que desviant-se del perfil estratégic a* o
a™, pot millorar el seu pagament, per tant, son equilibris de Nash.

Exemple 2.10 (Dilema dels presoners). Dos sospitosos d’un crim sén tancats
en cel-les separades. Si tots dos confessen, cadascun complira una condemna
de tres anys de presd. Si només un d’ells confessa, aquest quedara en llibertat,
mentre que el seu company rebra una pena de quatre anys. En canvi, si cap
dels dos confessa, seran condemnats per un delicte menor i passaran un any a
la preso. Si representem aquest dilema amb una matriu de pagaments, veurem
que €és un joc en qué la millor opcid per als dos jugadors seria no confessar (si
sumem les dos funcions pagament, és la que té el valor mazim). Tot i aizo,
cadascun d’ells té un incentiu per trair l'altre, ja que, independentment del que
faci el seu company, sempre li convé més confessar. Aixo fa que linic equilibri
de Nash sigui la situacio en qué tots dos confessen.

‘ Confessar No confessar
Confessar | (—3,—3) (0,—4)
No confessar | (—4,0) (—1,-1)

Definicié 2.11 (Equilibri de Nash en estrategies mixtes). Un perfil estrategic,
d’estrategies mixtes a* = (af,...,a)) és un equilibri de Nash en estrategies
mixtes si, per a tot jugador i, es compleix que

Aixo significa que cap jugador té incentius per a desviar-se unilateralment de la
seva estrategia mixta o, ja que fer-ho no millora la seva utilitat esperada.

El concepte de “resposta optima” que porta ’equilibri de Nash, ens porta
directament a la funcié de millor resposta.

Definicié 2.12 (Funcié de millor resposta). Definim B; : A_; — P(4;) la
funcié de millor resposta per al jugador ¢ com una funcié que va de les estrategies
de tots els jugadors menys del jugador ¢ a les parts de A;. Aquesta funcié assigna
aa_; € A_; el conjunt de les millors accions per al jugador 7 donat que els altres
jugadors segueixen a_; € A_;, és a dir:

Bi(a—;) ={a; € A; : (a—i,a;) = (a—;,a’) per a tot a’ € A;}.

Posem un exemple classic per entendre amb profunditat el concepte d’equilibri
de Nash en estrategies mixtes.

Exemple 2.13 (Pedra-Paper-Tisora). Un ezemple classic d’un joc que no té
equilibri de Nash en estratégies pures és el joc de Pedra-Paper-Tisora. En
aquest joc, dos jugadors trien simultaniament entre tres opcions: pedra (P),
paper (L) o tisora (T). El resultat es determina de la segiient manera:



La pedra guanya a la tisora.

La tisora guanya al paper.

e Fl paper guanya o la pedra.

e Si tots dos jugadors trien la mateiza opcid, hi ha un empat.
La matriu de pagaments per al jugador 1 €és la segtient:

| P L T
P| (0,0) (-1,1) (1,—-1)
L|(@1,-1) (0,00 (=1,1)
T|(-1,1) (1,-1) (0,0)

Per determinar si hi ha un equilibri de Nash en estratégies pures, analitzem les
possibles estratégies:

e Si el jugador 1 tria pedra (P), el jugador 2 preferira triar paper (L) per
guanyar.

e Si el jugador 1 tria paper (L), el jugador 2 preferird triar tisora (T ).
e Si el jugador 1 tria tisora (T), el jugador 2 preferird triar pedra (P).
o Aquest raonament és simétric per al jugador 2.

Ates que sempre existeix un incentiu per desviar-se cap a una estratégia que
millori el resultat, no existeix un equilibri de Nash en estratégies pures. Ara bé,
st existeir un equilibrt de Nash en estratégies mixtes:

Suposem que cada jugador tria les seves estratégies de manera mizrta. Anomenem
p1, P2, © p3 les probabilitats de triar Pedra, Paper i Tisora, respectivament, pel
jugador 1, i q1, q2, i q3 les probabilitats del jugador 2. Aizi, tenim:

p1+p2+p3=1 (per al jugador 1)

g1+ q+q3=1 (per al jugador 2)

Per trobar les probabilitats que garanteizen l’equilibri de Nash, calculem els
pagaments esperats per a cada possible estratégia. El valor esperat per al jugador
1 quan tria Pedra és:

V(Pedra) =0-q¢1 + (1) g2+ 1-¢3=—q2+ ¢3
El valor esperat per al jugador 1 quan tria Paper és:

V(Paper)=1-¢1 +0-q2+(-1) g3 =q1 — g3
El valor esperat per al jugador 1 quan tria Tisora és:

V(Tisora) = (=1)-q1 +1-¢2+0-¢3 = —q1 + g2



Veiem que el pagament esperat del jugador 1 depén totalment de [l’estratégia
del jugador 2, com €s un joc de suma zero, si el jugador 2 minimitza el guany
del jugador 1, esta mazximitzant el seu. Sabent airo, com el guany del primer
jugador €és, com a minim, el minim entre aquests valors atesos, el jugador 2 vol
minimitzar z tal que :

z2< —q2+ g3
z2<q1—qs
z2< —q1+ g2

g1 +g+g3=1 amb qi,q2,q3 >0

Amb el meétode Simplex es conclou rapidament que g1 = g2 = q3 = De

manera andloga es pot calcular p1,ps i ps.

1
3-

Aquesta estrategia fa que cap jugador pugui millorar el seu guany esperat
canviant unilateralment la seva estrategia, ja que qualsevol desviacié faria que
I’oponent pugui explotar la nova distribucié de probabilitat.

Conclusié: El joc Pedra-Paper-Tisores no té un equilibri de Nash en estrategies
pures, perd si en mixtes on cada jugador tria cada accié amb probabilitat 1/3.
Aquesta estrategia assegura que cap jugador tingui un avantatge sobre altre a
llarg termini.

Aixi doncs, veiem quina condicié necessitem per a que hi existeixi ’equilibri de
Nash a un joc estrategic. Recordem primer un enunciat topologic:

Teorema 2.14 (Teorema del punt fix de Kakutani). Sigui X un subconjunt
compacte i conver de R™ i sigui f: X — P(X) tal que:

e Peratotx € X, el conjunt f(x) és no buit i convez.

o FEl graf de f és tancat (és a dir, per a totes les successions {xn} @ {yn}
tals que y, € f({zn}) per a tot n, si x, — x iy, — y, llavors tenim

y € f(x))
Llavors existeiz z* € X tal que x* € f(z*).

Amb aquest enunciat ja podem provar un dels resultats fonamentals en teoria
de jocs (veure, per exemple, [11, Thm. 20.3]).

Teorema 2.15 (Existéncia de I'equilibri de Nash). El joc estratégic (N, (A;), (=;
)) té un equilibri de Nash si per a toti € N:

e El conjunt A; d’accions del jugador i és un subconjunt compacte, convex
1 no buit d’un espai euclidia.

I la relacio de preferéncia =; és :
e continua,

e quasi-concava sobre A; .



Recordem que, una funcid f es diu que €s quasi-concava si es compleix:

Sz + (1= Ny) = min{f(z), f(y)}

Es a dir, el valor de la funcid en qualsevol combinacio convexra de dos punts no
és menor que el minim dels valors en aquests punts. La relacio de preferéncia
serd quasi-concava i u ho és.

Demostracié. Definim B : A — A com B(a) = X;en(Bi(a—;)) on B; és la
funcié de millor resposta Definicid Per a cada i € N, el conjunt B;(a_;)
és no buit perque >; és continua i A; és compacte, i és convex perque =; és
quasi-concava sobre A A més, B té un graf tancat ja que cada >=; és continua.
Per tant, pel Teorema [2.14} B té un punt fix. Es trivial observar que qualsevol
punt fix de la funcié B correspon a un equilibri de Nash. O

Un cop demostrat aquest resultat, és natural preguntar-se per que un joc
pot admetre un equilibri en estrategies mixtes pero no en estrategies pures. La
resposta queda clara un cop provat el segiient teorema trobat a [I1]:

Teorema 2.16 (Equilibris de Nash en estratégies mixtes). Tot joc estratégic
finit, té un equilibri de Nash en estratégies miztes.

Demostracid. Sigui G = (N, A, u) un joc estratégic, i per a cada jugador i, sigui
m; el nombre d’elements del conjunt A;. Llavors, podem identificar el conjunt
A(4;) d’estrategies mixtes del jugador ¢ amb el conjunt de vectors

(plap2a apml)

per als quals pi > 0 per a tot ki

m;

> om=1,

k=1

on py representa la probabilitat amb que el jugador ¢ utilitza la seva k-ésima
estrategia pura. Es facil veure que aquest conjunt és no buit, convex i compacte.
Ates que el pagament esperat és lineal en les probabilitats, la funcié de pagament
de cada jugador en l’extensié mixta de G és continua i quasi-concava en la
seva propia estrategia. Aixi, I’extensié mixta de G satisfa tots els requisits de
Teorema O

2.4 Minimax

Ara farem una breu introduccié a les estrategies Minimazx, atesa la seva gran
importancia dins la teoria de jocs. Tot i aix0 no ens seran de gaire ajuda per
entendre quin rol exerceix la informacié en els equilibris de Nash. Sense els
resultats fonamentals de Von Neumann sobre el Minimaz, no hi hauria teoria
de jocs com la coneixem ara. Una pregunta fonamental dins la teoria de jocs és:
com podem prendre la millor decisié davant d’un adversari racional? En jocs de



suma zero, on el guany d’un jugador representa exactament la perdua de laltre,
aquest problema es torna especialment rellevant. El teorema Minimazx,
proposat per John von Neumann el 1928, proporciona una resposta elegant
a aquesta qiiestid. Aquest resultat fonamental estableix que, en qualsevol joc
estrategic finit de suma zero amb dues persones, existeix un valor optim que cada
jugador pot garantir mitjancant una estrategia adequada. Concretament, cada
jugador pot minimitzar la seva maxima perdua, assegurant-se el millor resultat
possible contra un adversari optim. En aquest cas utilitzarem les referencies de
[11] i [2]. Per simplificar assumirem un joc amb només N = 2, per tant sota
aquestes condicions, en un joc de suma zero, els beneficis d’un sén les perdues de
Paltre i viceversa. (Les matrius de pagament del joc sén iguals en valor absolut,
pero amb el signe canviat).

Definicié 2.17 (Estrategies minimaz i mazimin). L’estrategia mazimin és
aquella que pretén maximitzar el benefici minim que pot obtenir independentment
de lestrategia que prengui el rival. Reciprocament, l'estrategia minimaz és
aquella que tracta de minimitzar el maxim benefici que pot assolir I’'oponent
independentment de l'estrategia que prengui.

Esa dir, si suposem que, en un joc de suma zero, el jugador 1 pren 'estrategia
mazximin i el jugador 2 l'estrategia minimax i, sigui B el benefici del jugador 1
(el benefici de 2 serd —B per tractar-se d’'un joc de suma zero) tenim una fita
superior i una inferior per a aquest B:

max min U(ay,a2) < B < min max U(ay,as9).

a1 €A1 az€A2 ( ! 2) - T az€Aza1€4, ( ! 2)

Definicié 2.18 (Punt de sella). Sigui G un joc de suma zero per 2 jugadors i
M la seva matriu de pagaments. Anomenarem punt de sella a I’element a;; si
és el més gran de la seva columna i el més petit de la seva fila.

Remarca 2.19. Observem, per tant, que si una estrategia (a}, a3) condueix a un
punt de sella, cap jugador té incentius a desviar-se d’aquesta estrategia. Es el
maxim de la columna, per tant, si el jugador 2 no canvia l’estrategia a 1 no li
convé desviar-se i el més petit de la fila (el més gran amb el signe canviat), per
tant si 1 no canvia l'estrategia, tampoc al jugador 2 li convé fer-ho. Aixi doncs,
és trivial que punt de sella = equilibri de Nash.

Remarca 2.20. Al definir-se a la matriu de pagaments les diferents files com les
diferents estrategies del jugador 1 i les columnes com les estrategies del jugador
2. Es també trivial que, si

max min U(aj,az) = min max Ul(aq,as).
a1€A1 az€A a2€A2 a1 €A,

Aleshores existeix com a minim un punt de sella.

Exemple 2.21 (Estratégies minimax i maximin). Considerem un joc de suma
zero entre dos jugadors, on el jugador 1 tria una de les seves estrategies Ai, As
1 el jugador 2 tria entre Bi,Bs, Bs. La segiient taula mostra la matriu de
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pagaments M del jugador 1 (com és un joc de suma zero, la matriu del jugador
2 sera —M ):
‘ By By Bj
A 3 -1 2
Ay | 1 0 =2

El jugador 1 vol mazimitzar el seu guany minim trobem max min Ul(aq,as).
a1 €A1 az€A2

Aixi doncs, calcularem primer el minim de cada fila:
min(4;) = min(3,-1,2) = —1.

min(As) = min(1,0, —2) = —2.

El jugador 1 escull l’estratégia que mazximitza aquest minim:
max(—1,-2) = —1.

Per tant, Uestratégia mazimin per al jugador 1 és jugar Ay. Sabem que el
pagament del jugador 1 esta acotat inferiorment per —1. El jugador 2 wvol
minimitzar el maxim guany del jugador 1. Per sequir aquesta estratégia calculem
els maxims de cada columna:

max(B;) = max(3,1) = 3.

max(By) = max(—1,0) = 0.
max(Bs) = max(2, —2) = 2.

El jugador 2 escull l’estratégia que minimitza aquest maxim:
min(3,0,2) = 0.

Per tant, lestratégia minimaz per 2 és jugar Bs. Amb aquest resultat, també
obtenim fita superior per al benefici del jugador 1, que és 0. Si el valor mazimin
coincideix amb el valor minimaz, tenim un punt de sella. En aquest cas:

—1#0.

Per tant sigui F' el benefici del jugador 1, sabem que F' € (—1,0), efectivament
si els dos jugadors juguen les seves estratégies maximin i minimax, prenen les
accions (A1, Bs) que li donara un pagament de —1 al jugador 1, que és dins
aquest interval.

Es poden aplicar les mateixes estrategies mazimin i minimax en estrategies
mixtes on 'estrategia maximin intenta trobar x( tal que, sigui X el conjunt
d’estrategies mixtes per al jugador 1, Y el conjunt d’estrategies mixtes per al
jugador 2,1 M la matriu de pagament del joc:

v1 = min zoMyT = maxminzMyT.
yeY r€EX yey
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Aquest valor, vy, s’anomena valor del joc per al jugador 1, i de manera corresponent,
el valor del joc per al jugador 2 és:

vy = maxx Myl = min maxazMyT.
reX yeY zeX

Von Neumann va arribar a la seglient conclusio:

Teorema 2.22 (Minimax, Von Neumann). Sigui G un joc estratégic de suma
zero de 2 jugadors aleshores: v1 = vs.

Per raons de brevetat, no inclourem la demostracié d’aquest teorema ates
que no és essencial per al tema central d’aquest treball. La demostracié es pot
consultar a [12].

2.5 Jocs extensius d’informacié perfecta

Abans d’introduir els jocs d’informacié incompleta, cal presentar els jocs extensius,
comengant per la informacié completa perfecta, fins a arribar a la imperfecta,
per aixd acudirem a [11].

Fins ara només hem considerat jocs on l’estrategia de cada jugador és fixa des
de l'inici del joc, en canvi, hi ha moltes situacions, on les decisions es prenen
de manera seqiiencial i I'accié previa d’un jugador afecta ’estrategia de 'altre.
Per aix0, a la nocié de joc estrategic cal afegir diferents nocions, com la de
“torn”, i sorgeix la definicié de joc extensiu, que definirem primerament en el
cas d’informacié perfecta:

Definicié 2.23 (Joc extensiu d’informacié perfecta). Un joc extensiu d’infor-
macid perfecta és una tupla (N, H, P,u) on els components d’aquest joc sén:

e Un conjunt de jugadors N = {1,2,...,n}.

e Un conjunt H de seqiiéncies (finites o infinites) que compleixen les segiients
propietats:

— La seqiiencia buida () és membre de H.

— Si (a®)k=1,.. .k € H (on K pot ser finit o infinit) i L < K, llavors
(ak)k:17_”7L € H.

Cada element de H és una historia, on cada component d’una historia és
una accié presa per un jugador. Una historia (ak)kzl,,__ﬁK és terminal si
no hi ha cap moviment a®*! tal que (ak)k:LwKH € H o sino hi ha cap
moviment rellevant que es pugui fer posteriorment. El conjunt d’histories
terminals es denota per Z.

e Una funcié P : H\ Z — N que assigna a cada historia no terminal (cada
element de H\ Z) un jugador de N. Aquesta funcié P s’anomena la funcié
del jugador i descriu quin jugador pren una decisi6 a cada historia. (P(h)
és el jugador que ha de fer un moviment després d’haver arribat a h)
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e La funcié u = X;enu; on u; : Z — R assigna a cada historia terminal un
pagament per a cada jugador.

Aquest joc es caracteritza per una informacié perfecta en que tots els jugadors
coneixen totalment la historia actual en qualsevol punt del joc.

Aquests tipus de jocs es representen com a arbres decisius com al seglient
exemple.

Exemple 2.24 (Joc extensiu amb informacié perfecta). Suposem un joc de 2
jugadors on s’han de repartir 100 fitzes de la segiient manera, el jugador 1 pot
escollir entre quedar-se 80 ¢ donar-li al altre jugador 20 o repartir 50 — 50. I
el jugador 2, un cop se li fa l'oferta, ha de dir si o no, si accepta la oferta es
compleix i si la rebutja, els dos es queden sense fitzes. En aquest cas, el joc es
representa com:

/ (D\
(80, 20) (50, 50)
(80, 20, si) (80,20, n0o) (50, 50, i) (50, 50, no)

En aquest cas:
o N =1{1,2}
o H = {0, (80,20), (50,50), (80, 20, s1), (80, 20, n0), (50, 50, s1), (50, 50, n0)}.
e P(D) =1 i sigui h qualsevol altre element de H \ Z aleshores P(h) = 2.

u((80, 20, 51)) = (80, 20), u((80,20,10)) = (0,0), u((50, 50, s1)) = (50, 50),
u((50,50, no)) = (0,0)

Abans d’introduir el concepte d’estratégia en aquest tipus de jocs, cal definir
el conjunt d’accions disponibles en cada moment de decisio.

Definicié 2.25 (Accions disponibles). Donada una historia no terminal h € H\
Z, definim el conjunt d’accions disponibles per al jugador P(h) immediatament
després d’arribar a h com:

A(h) = {a: (h,a) € H}.

Aix{ doncs, A(h) conté totes les accions a que poden seguir la seqiiencia h i
que, concatenades amb h, donen lloc a una nova historia valida dins del conjunt
H.

Definicié 2.26 (Estrateégia pura en joc extensiu amb informacié perfecta). Una
estrategia pura del jugador i en un joc extensiu amb informacié perfecta
és una funci6 s; que assigna una accié a € A(h) a cada historia no terminal
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h € H\ Z tal que P(h) = i. Un perfil estratégic s = (s1,...,5,) conté
una estrategia per a cada jugador del conjunt N, i s’utilitza la notacié s_; per
referir-se al perfil estrategic excepte la del jugador 1.

La interpretacié d’una estratégia en un joc extensiu és “tenir una resposta
preparada per a cada estrategia que té disponible el rival”. Per exemple, a
Pexemple d’abans el jugador 2 té una estrategia (a, b) si pren la decisié a quan
el jugador 1 decideix fer (80,20) i pren la decisi6é b si el jugador 1 decideix
fer (50,50). Utilitzarem la notacié s;(h) per denominar Pestratégia que ha
de prendre el jugador i, seguint els preceptes de s;, un cop ja ha succeit fins
aleshores la historia h.

Definicié 2.27 (Resultat). Donat un joc extensiu (N, H, P,u), i un perfil
estrategic s = (s;)ien, definim el resultat R(s) de s com la historia terminal
(possiblement infinita) que resulta quan cada jugador i € N segueix els preceptes
de la seva estrategia s;.

Per simplicitat, assumirem que les histories terminals sén finites. Formalment,
R(s) = (a1,az2,...,a;) € Z, on Z C H és el conjunt d’histories terminals i tal
que per a cada 0 < k < K, es compleix:

5P(at,.ap) (@10, Q) = Apy1.
Es a dir, a cada historia no terminal (ay,...,ax), el jugador que ha de jugar,
P(aq,...,ax), escull 'acci6 ax41 d’acord amb la seva estrategia s;.

Amb aquestes definicions podem definir finalment I’equilibri de Nash en un
joc extensiu amb informacié perfecta.

Definicié 2.28 (Equilibri de Nash en joc extensiu amb informacié perfecta).

Un equilibri de Nash d’un joc extensiu amb informacié perfecta

(N, H, P,u) és un perfil estrategic s* tal que per a cada jugador ¢ € N tenim
R(s*,;,s) =; R(s*;,s;) per a tota estrategia s; del jugador i.

1) =

Encara que I'equilibri de Nash és un concepte essencial dins ’ambit de la
teoria de jocs, als jocs extensius no s’aplica massa bé ja que pot ser inconsistent
amb la natura seqiiencial d’aquests i incoherent amb la realitat i preferéncies
del jugador, posem un exemple:

Exemple 2.29. Sigui un joc extensiu G de 2 jugadors on el jugador 1 pot
escollir entre les accions (A, B) i el jugador 2 entre les accions (L, R) quan el
jugador 1 escolleix A, s’acaba el joc directament pero quan el jugador 1 escolleix
B i tenim els segiients pagaments:

1. u(A, L) = (0,0),
2. u(A,R) = (2,1),
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3. u(B,L)=(1,2) i
4. u(B,R) = (1,2).

Representat pel segiient arbre decisiu:

0

TN,
ks

Amb la definicié d’equilibri de Nash a jocs extensius, tenim en aquest joc 2
equilibris de Nash, (A, R) i (B,L). El perfil estratégic (B,L) és un equilibri
de Nash perquée, donat que el jugador 2 tria L després de la historia A, és
optim per al jugador 1 triar B al comeng¢ament del joc (si tria A en lloc de B,
aleshores, donada eleccid del jugador 2, obté 0 en lloc de 1), i donada l’eleccié
del jugador 1 de B, és optim per al jugador 2 triar L (ja que la seva eleccid no
fa cap diferéncia en el resultat). Podem veure que el fet que un jugador pugui
reavaluar el seu joc a cada historia no terminal, fa que aquest equilibri manqui
de sentit. Si es produis la historia A, sembla que el jugador 2 triaria R en lloc
de L, ja que obté una major recompensa fent-ho. L’equilibri (B, L) es manté
per amenaga del jugador 2 de triar L si el jugador 1 tria A. Aquesta amenaga
no €s creidble ja que el jugador 2 no té cap manera de comprometre’s a aquesta
eleccio.  Aixi doncs, el jugador 1 pot estar sequr que si tria A, el jugador 2
triara R; atés que ell prefereix el resultat (A, R) a l’equilibri de Nash (B, L), té
un incentiu per desviar-se de 'equilibri i triar A.

(A, L

Amb aquest exemple podem veure que ’equilibri de Nash no sembla ideal
per a jocs extensius, per aixo arribarem a un altre equilibri ideal per a aquest
tipus de jocs.

Definicié 2.30 (Subjoc). El subjoc, d'un joc extensiu d’informacié perfecta G =
(N, H, P,u) que segueix la historia h, és el joc extensiu d’informacié perfecta
G(h) = (N, H|p, Pln,u|n). On H|p és el conjunt de seqliencies b’ d’accions per a
les quals (h,h') € H, P, esta definit per P|,(h') = P(h, ') per a cada h € H|j,
iulp(h') =u(h,h').

La noci6 d’equilibri que volem definir requereix que cada jugador prengui la
seva estrategia optima tenint en compte 'estrategia del seu rival a cada historia
del joc. Denominarem s;|, Pestratégia induida per G(h) i R|; la funci resultat
del joc G(h).

Definicié 2.31 (Equilibri perfecte en subjocs). Un equilibri perfecte en subjocs
d’un joc extensiu amb informacié perfecta G = (N, H, P, u) és un perfil estrategic
s* tal que per a cada jugador ¢ € N i cada historia no terminal h € H \ Z per
a la qual P(h) = 4, tenim que

Wil (Rn (5% 1n, 57 1)) = wiln(R|n(s%;|n, siln))
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per a cada estrategia s; del jugador i en el subjoc G(h).

Es a dir, un equilibri perfecte en subjocs és un perfil estrategic s* en G tal
que per a tota historia no terminal h, el perfil estrategic s*|; és equilibri de Nash
en G(h). Per veure quan podem assegurar aquesta mena d’equilibris, encara ens
queda un enunciat.

Lema 2.32 (Propietat de la desviacié unica). Sigui G = (N, H, P,u) un joc
extensiu amb informacid perfecta i finit. El perfil estratégic s* és un equilibri
perfecte en subjocs de G si i només si per a cada jugador i € N i cada historia
no terminal h € H per a la qual P(h) = i, tenim que

wiln (Rl (sZln, 57 1n) = wiln(Rln(sZi]n, siln))

per a cada estratégia s; del jugador i en el subjoc G(h) que només es diferencia
en laccid que indica després de la historia inicial del joc G(h).

Demostracio. Si s* és un equilibri perfecte en subjocs de G, aleshores compleix
aquesta condicié. Suposem que s* no és un equilibri perfecte en subjocs; suposem
que el jugador i pot desviar-se de manera rentable en el subjoc G(h'). Aleshores
existeix una estratégia de desviacié rentable s; del jugador ¢ en G(h') per a
la qual s;(h) # (sf|p/)(h) per a un nombre de histories h no més gran que la
longitud de G(h'), ja que G és finit, aquest nombre també ho és. Aix{, entre totes
les estrategies de desviaci rentables possibles de jugador i en G(h'), tria una
estrategia s; per a la qual la quantitat d’histores h tals que s;(h) # (s7|n/)(h)
sigui la més petita possible. Ara, h* és la historia més llarga de G(h’) (la més
avancada dins l'arbre) per a la qual s;(h) # (sf|n/)(h). La historia inicial de
G(h*) és 'inica historia en G(h*) en que estrategia prescrita per s; difereix
de la prescrita per sf|p. A més, s7|; és una desviacié rentable en G(h*), ja
que d’altra manera hi hauria una desviacié rentable en G(h'), que diferiria de
s5|n després de menys histories que s;. Aixi, s;|,+ és una desviacié rentable en
G(h*) que es diferencia de s}|p+ en lestrategia que indica després de la historia
inicial del joc G(h*). O

Ara ja estem preparats per veure el segiient:

Teorema 2.33 (Existéncia equilibri perfecte en subjocs). Tot joc extensiu amb
informacid perfecta, que sigui finit (té un nombre d’histories finites), té un
equilibri perfecte en subjocs.

Demostracié. Anomenarem ¢(G) la longitud de la historia més llarga en G. Sigui
G = (N, H, P,u) un joc extensiu finit amb informacié perfecta. Construim un
equilibri perfecte en subjocs de G per induccié sobre £(G(h)); al mateix temps,
definim una funcié T que associa una historia terminal a cada historia h € H i
mostrem que aquesta historia és un resultat d’equilibri perfecte en subjocs del
subjoc G(h). Si£(G(h)) =0 (és a dir, h és una historia terminal de G), definim
T(h) = h. Suposem que T'(h) esta definit per a tot h € H amb £(G(h)) < k per
a algun k > 0. Sigui h* una historia per la qual ¢{(G(h*)) = k+ 11 P(h*) =i.
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Com que ¢(G(h*)) = k+ 1, tenim que ¢(G(h*,b)) < k per a tot b € A(h*).
Definim a;(h*) per ser un maximitzador del pagament del jugador i de T'(h*,b)
sobre b € A(h*), i definim T'(h*) = T'(h*, s;(h*)). Per induccié, hem definit un
perfil estrategic s en G; per Lemma [2.32] aquest perfil estrategic és un equilibri
perfecte en subjocs de G. O

Aquest model seqiliencial també té les seves limitacions ja que ens requereix
que tots els jugadors sapiguen en tot moment la historia del joc. Si afegim
incertesa sobre aquest fet, arribem a la definicié de joc extensiu amb informacié
imperfecta.

2.6 Jocs extensius d’informacié imperfecta

Tot i que els jocs extensius amb informacié perfecta proporcionen un marc
ric per analitzar la racionalitat seqiiencial, la realitat sovint presenta escenaris
amb incertesa sobre l’estat del joc. Aixo ens porta al concepte dels jocs amb
informacié imperfecta, que sén aquells on, si bé els jugadors saben a la perfeccié
les condicions del joc, regles, pagament, estrategies i nimero de jugadors, desco-
neixen la historia, és a dir, tenen informacié parcial sobre les accions preses
préviament.

Definicié 2.34 (Joc extensiu amb informacié imperfecta). Un joc extensiu amb
informacié imperfecta és una tupla (N, H, P, f., (Z)icn,u) on (N, H, P) estan
definits exactament iguals que als jocs extensius d’informacié completa i:

e Una funcié f. que associa a cada historia h per a la qual P(h) = ¢
una mesura de probabilitat f.(-|h) sobre A(h), on cada una d’aquestes
mesures de probabilitat és independent de totes les altres. I f.(alh) és la
probabilitat que a ocorri després de la historia h.

e Per a cada jugador ¢ € N, una particié Z; de {h € H : P(h) = i}.
Denotarem Z; com la particié d’informacié del jugador ¢; quan escollim
un conjunt de la particié Z; per al jugador i el denotem per I]. Aquest
conjunt 'anomenarem conjunt d’informacié j del jugador i. Tindrem
la propietat que A(h) = A(h') sempre que h i h' pertanyin al mateix
conjunt d’informacio.

e Per a cada jugador ¢ € N, una funcié de pagament u; : Z — R definida
sobre Z, tal que les preferencies del jugador i sobre loteries sobre Z poden
ser representades mitjangant el valor esperat de u;.

La particié d’informacié Z; és un element clau en aquesta definicié ja que
representa el fet que aquests jocs sén d’informacié imperfecta. Interpretem totes
les histories dins I] com indistingibles per al jugador 4, per tant ell sap que és
dins alguna historia de I f pero no ben bé dins quina.
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Exemple 2.35. El Jugador 1 llenca una moneda en secret. El resultat pot ser
Cara (C) o Creu (X). Després, decideix entre dir la veritat o mentir sobre el
resultat. FEl Jugador 2 escolta el que diu el Jugador 1, pero no veu la moneda.
Llavors decideiz si Creure (Cr) o No creure (Nc) el que se li diu. Suposem els
pagaments segients:

o Si Jugador 1 diu la veritat i Jugador 2 creu: uy =2, ug = 2
o Si Jugador 1 menteix i Jugador 2 creu: uy = 3, ug = —1

e Si Jugador 2 no creu i era mentida: up =0, ug =1

e Si Jugador 2 no creu i era veritat: up =1, ug =0

En aquest cas, el conjunt d’informacio del jugador 2 si el jugador 1 diu que ha
sortit cara és: (I1)2 = {(surt cara, diu cara), (surt creu, diu cara)}. Veiem que
en aquest cas Ty €s el conjunt de tots aquests conjunts d’informacié com (I1)s
o (I2)2 que és (Iz)a = {(surt cara, diu creu), (surt creu, diu creu)}. Aquest
tipus de jocs, es representen amb arbres de decisid, i els conjunts d’informacio
queden units per linies discontinues, de la segiient manera:

0

N

Surt creu -------------- Surt cara

/N N

Diu Cara Diu Creu Diu Cara Diu Creu

A )

Cr Ne Cr Ne Cr Nc Cr Nc

Per simplicitat de ’arbre, només he escrit l’accid actual i no la historia sencera,
encara que hauria de ser aixi, per exemple abaix de tot, en comptes de només
Ne, hauria de posar, per exemple, (Surt creu, diu cara, Nc).

En teoria de jocs extensius, els conceptes d’equilibri de Nash i d’equilibri
perfecte en subjocs han estat fonamentals per caracteritzar el comportament
racional dels jugadors. Tanmateix, quan la informacié disponible per als jugadors
és imperfecta (és a dir, quan un jugador no pot distingir amb certesa entre
diferents histories del joc), aquests conceptes presenten limitacions:

e D’igual manera que abans, ’equilibri de Nash en aquests jocs, presenta
limitacions per no estar contemplant la seqiiencialitat del mateix.
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e L’equilibri perfecte en subjocs no és aplicable perque en jocs amb informacié
imperfecta els subjocs tal com es defineixen (comencen en un tnic historial
conegut) poden no existir. Per tant, no podem descompondre el joc
en subjocs independents per aplicar el equilibri perfecte en subjocs com
haviem fet amb els jocs extensius d’informacié perfecta.

En conseqiiéncia, per analitzar correctament jocs amb informacié imperfecta,
necessitem refinaments més subtils, com l’equilibri seqiiencial, estudiat en pro-
funditat per Kreps i Wilson a [8]. Per simplicitat només en parlarem sobre jocs
de record perfecte, és a dir, aquells on els jugadors no obliden jugades previes,
que abans si coneixien. Per dificultat i extensio de la prova d’existencia d’aquest
tipus d’equilibris, en aquest cas només la farem d’una manera esque-matica. La
prova completa es pot veure tant a [8] com a [3]. Encara necessitem definir
conceptes per introduir la prova.

Definicié 2.36 (Estratégia comportamental). Sigui G un joc extensiu finit
d’informacié imperfecta. Una estrategia comportamental per al jugador i és
una aplicacio:
que assigna a cada I’ una loteria de A(I7) on A(I7) sén les accions disponibles
per al jugador i quan és al conjunt d’informacié I}

Anomenarem un perfil estratégic comportamentals a 0. A un perfil que
assigna a cada conjunt d’informacio del jugador ¢ una estrategia comportamental.

Definicié 2.37 (Sistema de creences). Un sistema de creences i assigna a
cada conjunt d’informacié I € Z; una distribucié de probabilitat pu(-|I]) sobre
les histories consistents amb I7.

Definicié 2.38 (Equilibri seqiiencial). Un parell (o, ) format per:
e un perfil estrategic comportamentals o,
e un sistema de creences p,

és un equilibri seqliencial si:

1. (Racionalitat seqiiencial) Per a cada jugador i i per cada conjunt d’infor-
maci6 I € Z;, Vestrategia o; maximitza esperanca de guany donat .

2. (Consistencia) p es deriva de o per la regla de Bayes quan sigui aplicable,
i de manera coherent si no, és a dir:
Py (h)

u(hlfi) = m (1)

La demostracié de lexisteéncia d’equilibris seqiiencials (veure, per exemple,
[8, Proposition 1], o a [1I, Proposition 249.1]) en jocs extensius d’informacié
imperfecta finits de record perfecte consta de tres passos principals. Com he
mencionat abans, només farem una esquematitzacié de la prova per la complexitat
i extensié que té:
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Teorema 2.39 (Existéncia d’equilibri seqiiencial). Tot joc extensiu d’informacid
imperfecta finit de record perfecte té un equilibri seqiiencial.

Esquema de la demostracié. Anirem per passos:

Pas 1: Aproximacié per estratégies totalment mesclades

Definim una seqiiencia {o*} d’estrategies comportamentals totalment mesclades,
és a dir:
e En cada o”, totes les accions en qualsevol conjunt d’informacié es juguen

amb probabilitat estrictament positiva.

Aixd garanteix que, sota o”, totes les histories tenen probabilitat positiva.

Pas 2: Definicié de creences via la regla de Bayes

Per cada o”, definim el sistema de creences p* segons la regla de Bayes on
P« (h) és la probabilitat d’arribar a h sota o*.

g

Pas 3: Limit i compacitat
Donada la compacitat dels espais de les estrategies i de les creences:

e Existeix una subseqiiéncia (o%, u*7) que convergeix a un parell (o, p1).

Pas 4: Propietats del parell 1 imit
El parell (o, 1) satisfa:
e (Consistencia) u és consistent amb o per construccid.

¢ (Racionalitat seqiiencial) Les estratégies o; maximitzen la utilitat esperada
a cada conjunt d’informacid, respectant p.

La consistencia es despren del fet que p és el limit de creences construides via
Bayes. La racionalitat seqiiencial es deriva per continuitat de les funcions de
pagament i del fet que les desviacions eren negligentment millorables en cada
o¥. Per tant el parell (o,p) és un equilibri seqiiencial del joc extensiu finit

considerat. O

2.7 Jocs amb informacié incompleta

Fins ara hem estat analitzant diferents tipus de joc. En els jocs estrategics veiem
com els jugadors tenen accés a la mateixa informacié i sobre la base d’unes
regles i taules de pagament ben clares i definides, podien prendre decisions
optimes amb estratégies mixtes. Posteriorment hem afegit la seqiliencialitat, la
qual dona lloc als jocs extensius, en qué hem analitzat tant el cas d’informacié
perfecta com d’imperfecta. En aquests tres casos, tenim en comu que els
jugadors tenen informacié sobre lentorn basic del joc (nombre de jugadors,
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accions disponibles, guanys en funcié de les accions realitzades). En molts
entorns reals, els jugadors poden tenir informacié privada que els altres no
coneixen. Aixo dona lloc als anomenats jocs d’informacié incompleta (quan
informacié rellevant sobre el joc deixa de ser coneixement comi), en els quals
cada jugador ha de formar expectatives sobre les caracteristiques dels altres.
L’any 1968, John Harsanyi va desenvolupar la teoria dels jocs amb informacié
incompleta. En [5] va introduir el model basic que permet analitzar situacions
on els jugadors tenen coneixement asimetric sobre les caracteristiques del joc.
Posteriorment, els equilibris bayesians van ser definits en [6], i la formalitzacié
de la distribucié de probabilitat es va establir en [7]. El que va aconseguir
Harsanyi, és dotar de context als jocs d’informacié incompleta que, fins al
moment no s’havien sabut estudiar, va saber modelitzar-los en jocs Bayesians
com analitzarem més endavant. En un joc amb informacié incompleta, almenys
un dels jugadors no coneix alguna caracteristica rellevant del joc, en concret els
casos més representatius son:

e El nombre de jugadors.
e Les accions disponibles per a un jugador.
e Les funcions de pagament.

Aix0 genera incertesa i obliga a cada jugador a formar creences sobre els possibles
estats dels altres participants.

2.7.1 Teoria i Model de Harsanyi

Harsanyi va observar que tot joc d’informacié incompleta, on pot faltar-hi
informacié de qualsevol tipus rellevant al joc es pot reduir al cas en que ens
falta informacié de la funcié de pagament. Per exemple, si manca informacié
sobre les estrategies o accions disponibles per als jugadors, aleshores podem
agafar una representacié equivalent del joc, per a cada jugador, existeix un
“conjunt universal d’accions” que inclou totes les seves accions concebibles, i
aquests conjunts sén coneguts per tots els jugadors. Suposem que en el joc
original I’acci6 a del jugador j no és disponible. Com que el jugador j coneix el
seu conjunt d’accions, pot distingir quan a és disponible i quan no ho és. Per
tant, n’hi ha prou amb definir la funcié de pagaments en el nou joc de manera
que l'estrategia a pugui ser sempre estrictament dominada quan a no apareix
en el joc original. Aquest analisi el podem fer perqué des d’un punt de vista
de Teoria de Jocs és equivalent un joc on l'estrateégia a no existeix a un on
lestrategia a sigui fisicament possible perd mai escollida.

Suposem ara que hi ha incertesa sobre el conjunt de jugadors. El raonament és
analeg al del cas anterior. Podem considerar un joc amb un “conjunt universal
de jugadors” i afegir una estrategia per a cada jugador indicant “estic jugant”
0 “no estic jugant”. N’hi ha prou amb definir la funcié de pagaments de tal
manera que els jugadors tinguin els incentius adequats en els diferents estats
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possibles. En el cas de “no estic jugant”, l'estrategia “no estic jugant” és
estrictament dominant en aquells estats en que el jugador no estava present en
el joc original. Finalment, les incerteses sobre la funcié de resultats o sobre les
preferencies dels jugadors es poden modelar conjuntament definint les utilitats
dels jugadors directament en l’espai de les estrategies. Aixi, tota la informacié
incompleta es pot reduir a un desconeixement de les funcions de pagaments.

L’aproximacié teorica de Harsanyi és fer que cada jugador tracti el joc amb
enfocament bayesia, és a dir, cada jugador assignara una distribuci6 de probabilitat
conjunta P; subjectiva a les variables que no conegui i intentara maximitzar
I’esperanca de la seva funcié de pagament d’acord amb aquesta funcié de probabilitat.
L’aspecte més rellevant del seu treball és la introduccié del concepte © d’espai
de tipus de jugador, format per aquelles variables desconegudes que afecten a la
funcié de pagament, Harsanyi introdueix un jugador a aquests jocs, la Natura,

i el que fa aquesta Natura és fixar un € € © abans de comengar el joc. Cada
jugador 7 només observa una informacié parcial d’aquest estat, representada per
0;. Cada jugador esta informat del seu tipus pero no dels tipus de la resta de
jugadors.

2.7.2 Equivaléncia entre Jocs

Que dos jocs siguin equivalents des d’un punt de vista de la teoria de jocs vol
dir que es produeixen els mateixos resultats estrategics, incloent-hi els mateixos
equilibris de Nash. Ates que hem vist que tots els tipus d’informacié incompleta
es poden reduir a la falta d’informacié sobre la funcié de pagament, estudiem
un joc d’informacié incompleta G des del punt de vista d’un jugador j. En
conseqiiéncia, en aquest apartat parlarem sempre en funcié de les seves creences.

La notacié per la funcié de pagament del jugador i és u;(ai,...,a,) on ax és
lestrategia del jugador k, perd com assumim que no tots els jugadors tenen
tota la informacié o coneixen totes les funcions de pagament, durant aquesta
secci6 utilitzarem la notacio:

ui(ala ~-~>an) = V*(ala QA2 -y Ans TOGy L1gy - - -y xnz)

On V* és una funcié que si és coneguda per tothom i xy; sén les dades rellevants
per a la funcié u; que segons j sén desconegudes per a alguns jugadors, pero
conegudes per k i li direm zy a la informacié que ningd té.. Per comoditat,
definirem = = (x1, x2, ..., ;) on

Tk = (Tg1, Tha, - - - ,xkn), d’aquesta manera tenim que aquest vector xj representa
el que j creu que k sap sobre cada wu;, excepte el coneixement comu. En
general ' = (T1,..,%i_1,Tiy1,...,T,) seran desconeguts per i. En aquest
analisi veiem que apareixen (i apareixeran) diverses variables que contribueixen
a la visié del joc dels diferents jugadors. Cada jugador i li assignara a les
variables desconegudes per ell una distribucié de probabilitat P;. Li direm by
a les variables desconegudes pel jugador ¢ de Py, la distribucié de probabilitat
subjectiva del jugador k a les variables desconegudes per ell. Definirem d’igual
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manera que z, el vector b i d’igual manera que z*, el vector b*. Per tant adquireix
sentit la notacié P;(wg,z*,b%) ja que P; és la distribucié de probabilitat sobre
les variables desconegudes per ell, que sén xg (desconegudes per a tothom),
x' (algl les coneix, perd i no) i b* (algl les coneix, perd i no). En general
tenim que els jugadors que no siguin 4, no coneixeran la distribucié subjectiva
P;, perd utilitzarem la notacié P;(zo,2%,b') = R;(wg, 2, b|b;) on R; és una
distribucié coneguda per a tots els jugadors. Totes les probabilitats subjectives
P;, en realitat seran les condicionades de R;. Ara introduim el vector atribut:
¢; = (z4,b;) i d’'igual manera obtindrem c i ¢!. Esta clar que el vector ¢; conté
tota la informacié que té el jugador i. Per tant la informacié incompleta ve del
fet que, el valor real d’aquest vector ¢; sera només conegut per al jugador ¢ pero
desconegut per la resta de jugadors. Per aquest motiu direm posteriorment que
en un joc d’informacié incompleta, els jugadors pertanyen a diferents possibles
“tipus” de jugadors, que corresponen als diferents possibles valors del vector
¢i. Ara definim V;(ay,...,an,z,b) com el valor ateés del pagament del jugador
i segons la seva propia funcié de probabilitat subjectiva (per tant diferent de
V* definit abans). Podem escriure en general V;(ay, ..., an, ¢) aix{ com P;(c') =
R;(c|c;) i amb aquesta construccié podem definir:

Definicié 2.40 (Joc d’informacié incompleta). La forma estandard d’un joc
d’informacié incompleta G de N jugadors és la tupla: G = {A, ¢, V, R}.

Harsanyi, per modelitzar aquests jocs en uns que ens seran més facils d’estu-
diar, utilitza I’enfocament bayesia, donant lloc al que anomenem Jocs Bayesians.

2.7.3 Jocs Bayesians

Harsanyi assegura que d’aquesta manera, amb la introduccié de la Natura i la
seva intervencié amb ’assignacié de tipus, podem modelitzar un joc d’informacié
incompleta, en un d’informacié completa pero imperfecta. Completa perque tots
els jugadors coneixen 'estructura del joc i les distribucions de probabilitats, pero
imperfecta perque desconeixen els tipus de la resta. No s’ha de confondre aquest
tipus d’informaci6 imperfecta amb els jocs extensius d’informacié imperfecta, ja
que en ells té un rol essencial la seqiiencialitat i en els altres, no necessariament.
Gracies a Harsanyi, podem modelitzar tots els jocs d’informacié incompleta com
a Jocs Bayesians, de la seglient manera.

Definicié 2.41 (Joc bayesia). Un joc bayesia de N jugadors és una tupla
G =(0,A,P,u) on

e O =10 x0y x..x0y on cada ; és un conjunt, anomenat de possibles
tipus de jugador i, aquest tipus I'entenem com a informacié rellevant en
possessié d'un jugador, que inclou dades sobre certs valors, creences o
probabilitats subjectives referents a valors desconeguts.

e A=A) x Ay x---x Ay on cada A; és un conjunt (conjunt de estrategies
o0 accions).
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e P és una distribucié de probabilitat conjunta sobre els tipus de jugador,
de manera que p(6)> 0 per a tot § € ©.

e u:0 x A— R és la funcié que anomenem, de pagaments.
L’equivaléncia que veurem entre aquests joc és la segiient:

Definicié 2.42 (Bayes-equivalent). Siguin G un joc d’informacié incompleta i
G™ un joc bayesia. Es diu que G i G* sén Bayes-equivalents si, per a cada
jugador j es compleixen les condicions segiients:

1. Els dos jocs han de tenir els mateixos conjunts d’estratégies Aq,..., A,
i s’ha de complir que ¢; = 6; per a tot i € N.

2. S’ha de complir I'equivalencia (uq, ..., uy,)=(V1,..., Vo).
3. Les distribucions de probabilitat definides a dalt han de satisfer

Ri(Ci | Ci) = P(Ql | 91),

Aquesta equivaléncia garanteix que els dos jocs generen els mateixos incentius
estrategics per als jugadors, tot i que poden diferir en com es representa la
informacié disponible per a cada jugador. Es a dir, s6n equivalents des del punt
de vista de teoria de jocs.

En general, per entendre la diferéncia, ho veiem de la segiient manera:

e Joc d’informaci6 incompleta és un terme informal i conceptual, es refereix
a la situacié de falta de coneixement.

e Joc bayesia és la representacié formal del joc d’informacié incompleta.

La gran aportacié de Harsanyi va ser mostrar que no cal desenvolupar una
teoria completament distinta per a jocs d’aquest tipus: és suficient amb ampliar
el marc de jocs d’informacié completa i incorporar aquests tipus i creences.
Aixi, qualsevol joc d’informacié incompleta es pot representar com a un bayesia.
Analitzem un exemple senzill per entendre que vol dir cada concepte dins la
definicié de joc bayesia.

Exemple 2.43 (Subhastes de primer preu). Una subhasta de primer preu és
un mecanisme d’ofertes on multiples participants presenten ofertes per un bé,
1 Uoferta més alta guanya. FEl guanyador paga exactament import de la seva
oferta. Aqui temim que:

e Cada jugador té un wvalor privat v; per a l'objecte subhastat, que no és
conegut per a la resta de participants, aquest valor és el que abans hem
anomenat tipus de jugador, per tant en aquest cas 0; = v;

e L’estratégia de cada jugador A; és la quantitat que ha oferit pel bé subhastat.

o P és la distribucid de probabilitat del valor de l’objecte.
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e FEl pagament és 0 si la nostra subhasta no és la maxima entre tots els
jugadors i quan la mostra subhasta si €s la mazrima, el pagament és la
diferéncia entre el nostre tipus (el valor que li assignem a l'objecte) i la
nostra estratégia (quant hem pagat per l'objecte).

Definicié 2.44 (Estrategia pura en jocs Bayesians). Una estratégia pura per a
cada jugador en un joc bayesia G és una aplicacié a; : 8; — A;. I escriurem el
conjunt de totes les estrategies pures com A%,

Per exemple a ’exemple anterior, una estrategia seria apostar la meitat del

meu tipus (el valor privat que jo li dono al objecte). La noci6 d’equilibri de Nash
bayesia es defineix de manera analoga com s’ha fet a les anteriors definicions
d’equilibri de Nash, com per exemple a Definicid 2.8 o a Definicid Amb
la diferencia essencial que, tal i com hem definit un joc bayesia, en aquest cas
estem maximitzant el valor atés del pagament per cada jugador. Ara que ja
sabem modelitzar els jocs d’informacié incompleta, podem veure dins [6] un
dels teoremes més importants de la teoria de jocs, que ens permet estudiar de
manera eficient els jocs d’informacié incompleta, trobant equilibris de Nash dins
aquests.
Ara tornarem amb la notacié dels jocs d’informacié incompleta per poder acabar
de veure I'equivaléncia entre el model de Harsanyi i els jocs d’informacié incom-
pleta. Li direm estrategia normalitzada a a} (cx), que pren un element del vector
atribut i determina una estratégia (una estratégia pura per a jocs d’informacié
incompleta), podem escriure les funcions de pagament d’abans com

gi = Vi(ai(c1),...ay(cn),C1y ey Cn). (2)
Si agafem esperances a ambdues bandes, respecte al vector aleatori ¢ amb

distribucié R*(c¢), definim:

E(g;) = Wi(ai,...,a),) = /CVi(af, coyar o) deR (). (3)

Tenim en compte que en aquest tipus de jocs, els jugadors tractaran el seu
pagament atés com el seu pagament efectiu, aquesta forma, pero, té el problema
que esta presa amb la probabilitat no-condicionada, pero a l'estrategia real,
el jugador sabra el seu tipus (o atribut), per tant utilitzara la probabilitat
condicionada:

E(gilei) = Zi(ai, ..., ap|ei) = / Vi(st, ... 80, ¢, ) de, R (c'cy). (4)

Veiem amb aquests termes una definicié de punt d’equilibri en un joc d’informacié
incompleta:

Definicié 2.45 (Gairebé uniformement una millor resposta). Sigui a} una
estrategia normalitzada tal que maximitza el pagament ates condicionat

E(gilci) = Zi(a3, ..., ap|ci)
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si laresta de estrategies normalitzades a7, ..., a;_1,a;,, ..., a,, s6n fixes i suposem
que aquesta estratégia normalitzada compleix aquesta propietat per a tots els
possibles valors ¢; del vector atribut amb la possible excepcié d’un petit conjunt
C? de valors de ¢;, que té una massa de probabilitat total zero. Es a dir,
suposem que l'esdeveniment E = {¢; € C;} rep una probabilitat zero segons la
distribucié de probabilitat marginal

R*(c;) = / dory R (i, ). (5)

La qual es deriva de la distribucié de probabilitat basica R*(¢1, ..., ¢y ..., ¢p) =
R*(c;,c"). Llavors (si maximitza el pagament condicionat) direm que a} és
gairebé uniformement una millor resposta a

2 N R IR PR et
Definicié 2.46 (Punt d’equilibri). Sigui G un joc d’informacié incompleta,
suposem que en una n-tupla de les estrategies normalitzades donada a* =

(a3,...,ak), cada component af (i = 1,...,n) és gairebé uniformement una
. * * * *
millor resposta als altres (n — 1) components aj,...,a;_;,a;, ,...,a;. En

aquest cas, direm que a* és un punt d’equilibri en el joc G.

Teorema 2.47 (Equivalencia d’equilibris de Nash). Sigui G un joc d’informacid
incompleta i G* un joc bayesia, Bayes-equivalent a G. Aleshores tenim que a*,
un perfil estratégic, és un punt d’equilibri a G si i només si a* és equilibri de
Nash bayesia a G*.

Demostracio. Per les equacions d’abans, podem obtenir:

Wi(al,...,al,...,ar) = / Zi(al,...;a, ... an | ¢) d(ci)R*(ci). (6)
&3
On R*(¢;) és la distribucié de probabilitat marginal definida a la definicié de
gairebé uniformement una millor resposta. Per provar la part de suficiencia
del teorema, suposem que a* no és un punt d’equilibri en G. Aix0 significa
que com a minim un dels components de a*, per exemple a}, no és gairebé
uniformement una millor resposta als altres components de a*. Per tant, ha
d’existir algun conjunt C} de valors possibles de ¢; en els quals la funcié Z;(- |
¢;) podria augmentar si es reemplagaren les estrategies ordinaries a; = a}(¢;)
seleccionades per l'estrategia normalitzada a] per alguna estrategia ordinaria

alternativa a}* = a}*(¢;). Es a dir, per a tot ¢; € C;, cal que es compleixi:
Zila;" (c2), (a")'] > Ziaj (ci), (a")']. (7)

A més, la distribuci6 de probabilitat R*(¢;) ha d’assignar una massa de probabili-
tat total no nul-la a aquest conjunt C}. Ara, sigui a}* una estrategia normalitzada
del jugador i, que selecciona les estrategies a;**(c¢;) per a tots els punts ¢; en el
conjunt C*, perd coincidint amb a* a tot arreu més. Es a dir,

a;""(c;) = a;"(c;) per a tots ¢; € CF (8)

K3

a;**(¢;) = ai(c;) per atots ¢; ¢ Cf

K2
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Llavors, hem de tenir

Wila7™, (a*)'] > Wila], (a*)']. (9)

K3

En conseqiiéncia, en el joc G*, la n—tupla a* no és un equilibri de Nash bayesia.
Aixi doncs, si a* no és un punt d’equilibri G, llavors no pot ser un equilibri de
Nash bayesia en G*, en contra de la nostra hipotesi. Per demostrar la part de
necessitat del teorema, suposem que a* no és un equilibri de Nash bayesia en
el joc G*. Aixo significa que almenys un component de a*, diguem a}, pot ser
reemplacat per alguna estrategia normalitzada alternativa a}** de manera que
s’incrementi el valor numeric de la funcié W;. Es a dir, hi ha d’haver alguna
estrategia normalitzada af** que compleixi (8). Pero, tenint en compte ’equacié

(7), implica que, per algun conjunt C;} de valors possibles de ¢;, hem de tenir
Zila;™" (i), (@*)'] > Zi[aj (ci), (a*)']. (10)

A més, aquest conjunt C; ha de tenir una massa de probabilitat total no nul-la
segons la distribucié de probabilitat R*(¢;). En conseqiiéncia, a* no pot ser un
punt d’equilibri en el joc G. Per tant, si a* no és un equilibri de Nash bayesia en
G*, llavors tampoc pot ser un punt d’equilibri en el joc G, cosa que contradiu
la nostra hipotesi. O

Exemple 2.48 (Trobar equilibri de Nash bayesia). Procedirem amb un exemple
similar al que es pot trobar a [7]. On modificarem els nimeros concrets i
adaptarem els calculs corresponents. Suposem un joc de suma zero:

e N=2
L] 9291 XHQ , 91 :{a1,a2} i92 :{bl,bg}.
o A=Ay x Ay, A1 = {y1,y2} @ Az = {21, 22}

La distribucio de probabilitat esta regida per la segiient taula:

Els pagaments efectius (diferent a u) sequeizen les segiients matrius, en
funcid dels tipus (01,02) de cada jugador
En cas que estiguem a (a',bt):

En cas de (a',b?):




En cas de (a?,b'):

En cas de (a?,b?):

2t 22
y | 4 10
y?| 1 8

Per simplicitat en la construccio de ’ezemple he agafat matrius on ezisteixin
punts de sella.

Com tots els espais de tipus de jugadors © és finit, i cadasci sap el seu tipus,
es poden escriure les matrius de probabilitat condicionada, és a dir el jugador 1,
sabent el seu tipus, estima el tipus 02 del jugador 2, segons la segiient probabilitat:

P(Jugador 2 = by|Jugador 1 =ay) = 0.4
P(Jugador 2 = by|Jugador 1 = ay) = 0.6
P(Jugador 2 = by|Jugador 1 = ay) = 0 8
P(Jugador 2 = ba|Jugador 1 = ay) =

Corresponentment per al jugador 2 tenim:

P(Jugador 1 = ay|Jugador 2 = by) = 0.33
P(Jugador 1 = ag|Jugador 2 = by) = 0.67
P(Jugador 1 = ay|Jugador 2 = by) = 0.75
P(Jugador 1 = ag|Jugador 2 = by) = 0.25

Per simplicitat treballarem en estrategies pures, on analitzarem el valor esperat
de les estratégies y™ = (y™,4) on y™ (n = 1,2) és Uestratégia pura que sequirda
el jugador 1 quan sigui de tipus a; i y' (t = 1,2) sera Uestratégia pura que
prengui quan sigui de tipus as, de igual manera definirem, per al jugador 2,
2" = (2%, 2Y) .

Amb uns calculs bastant senzills, obtenim la matriu d’esperances segiient:

le 212 2’21 2,22

y1]33 06 03 —24
y?2 142 1.6 —-08 —34
Yy

21128 43 3.1

y?2 137 53 05 21

Veiem que a (y*', 22%) tenim un punt de sella tal i com I’hem definit a la seccid
de minimazx, per tant tenim un equilibri de Nash bayesia. Es a dir, sempre
que el jugador 1 sigui de tipus a1 li convindra jugar y> i sempre que sigui
as li convindrd jugar y'. FEquivalentment amb el jugador 2. Seguint aquesta
estrategia, el jugador 1 té un guany esperat de 1.6.
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3 Un cas d’estudi, Kuhn poquer

3.1 Analisi teoric

El Kuhn poquer és un joc simplificat de poquer desenvolupat per Harold Kuhn el
1950 [9]. Es un exemple classic dins la teoria de jocs de informacié incompleta i
s’utilitza sovint per il-lustrar conceptes d’estrategies optimes i equilibri de Nash.

Definicié del joc

El Kuhn poquer es juga amb dos jugadors i una baralla reduida de només tres
cartes diferents: per exemple, un 1, un 2 i un 3. Cada jugador rep una tnica
carta de manera aleatoria i secreta.

Fases del Joc
El joc segueix els passos segiients:
1. Cada jugador, abans d’obtenir les cartes, posa una fitxa al centre.

2. Cadascun dels dos jugadors rep una carta de manera aleatoria i no poden
veure la carta de 'oponent.

3. Hi ha una tnica ronda d’apostes:

e El primer jugador pot optar per passar o apostar.

e Si el primer jugador passa, el segon jugador pot també passar o
apostar.

e Si hi ha una aposta, laltre jugador pot igualar-la (i es comparen les
cartes) o retirar-se (i perdre la ronda immediatament).

4. El jugador amb la carta més alta guanya el pot si s’arriba a ’abatiment.

El Kuhn poguer és un joc d’ informacié incompleta, ja que els jugadors no
coneixen la carta de I'altre. Aix0 implica que han de prendre decisions basades
en probabilitats i en el comportament de 'oponent. Un aspecte clau del joc
és la possibilitat de fer un catxa, ja que un jugador amb una carta baixa pot
intentar enganyar ’adversari apostant agressivament.

Trobar I’equilibri de Nash bayesia

Escriurem les estrategies del jugador 1 com (21,2, x3) on cada x; pot prendre
els valors {pp, pb,bb}, on z; representa l’accié que es fa si es té la carta i, el p
representa ’estrategia passiva i b ’agressiva, és a dir, pp representa, no apostar,
i si ens aposta abandonar, pb, no apostar, pero igualar 'aposta i bb significa
apostar. Ho farem de manera similar amb el jugador 2 amb (y1,y2,ys3). Per al
jugador 2, pp significa que, si el jugador 1 no aposta, ell tampoc ho fara i si
aposta abandonara, pb que si el primer no aposta, ell tampoc apostara, pero si
aposta pagara, bp que si el jugador 1 aposta, ell abandonara, pero que si passa,
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ell apostara i bb que si l'altre aposta, ell igualara i si passa, apostara. D’aquesta
manera ens queda la segiient matriu de pagaments:

x\y; | pp_pb bp bb
| £l £1 -1 -1
b | £1 41 42 +2
ol 1 42 1 +2

on els signes + es prenen si ¢ > j i el — altrament. Abans de continuar, cal
mencionar que, encara que la natura d’aquest joc és sequencial, la manera amb
que l'estem modelitzant fa que el puguem entendre com a un joc estrategic,
encara que d’informacié incompleta, i és per aquest motiu que 'equilibri de
Nash si que aplica i no hem d’intentar trobar el seqiiencial. D’aquesta manera
veiem que el jugador 1 té 27 estrategies pures i el jugador 2 en té 64, per
reduir aquesta quantitat, veurem que hi ha algunes estrategies pures que sén
estrictament dominants Definicid 2.7} per fer-ho assumirem que l'altre jugador
també és un jugador racional i juga amb ’estrategia optima:

1. Pagar una aposta previa quan es té la carta 1. Si tenim la carta 1, vol dir
que el nostre rival té o bé la carta 2 o bé la carta 3. Per tant, com al pagar
la seva aposta, sempre perdrem, —2 = u(pagar) < u(no pagar) = —1.

2. No pagar una aposta prévia quan es té la carta 3. Similarment a abans,
com sempre guanyarem quan s’ensenyin les cartes, ’estrategia té benefici
2 mentre que no pagar té benefici —1.

3. No apostar amb la carta 3, quan el rival passa. Ja que, si abandona
tindrem benefici 1 i si paga tindrem benefici 2, mentre que si passem
sempre tindrem benefici 1.

4. El jugador 1 sempre ha de passar amb la carta 2, ja que, com el jugador
2 és racional mai ens pagara amb una carta pitjor (1) pero sempre ens
pagara amb una carta millor (3).

Aquests conceptes de quan aplicar estrategies pures, ens donen conceptes elemen-
tals que s’apliquen fins i tot al poquer convencional, com per exemple no apostar
amb una ma de valor mig, apostar per valor o abandonar mans debils. Hi ha
altres conceptes, com els d’apostar de catxa o induir accié (fer que ens aposti
de catxa amb una carta pitjor que la nostra) que s’introdueixen en aquesta
simplificacié només amb estrategies mixtes.

El concepte d’apostar de catxa es pot veure de la segiient manera: quan el
jugador 1 té una carta 2 i passa (estrategia optima, vist abans), si el jugador 2
sempre passés amb un 1 i sempre apostés amb un 3, per al primer jugador seria
molt facil jugar, ja que abandonaria sempre quan el segon apostés, ja que sabria
que, al revelar-se les cartes, sempre perdria. Pero si el primer jugador, quan
té la carta 2 sempre abandona quan se li aposta, aleshores al segon jugador li
convé apostar molt més la carta 1 per fer fora del joc a una carta millor que la
seva i guanyar el pot.
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Aixi es veu, que ens convé fer un catxa de tant en tant, per guanyar el pot a
cartes millors que la nostra, d’igual manera a vegades al primer jugador amb
la millor carta li interessa passar, per a que el segon jugador li faci un catxa i
pagar. Per tant, per obtenir 'estrategia optima en estrategies mixtes d’aquest
poquer simplificat, ens caldra introduir 5 parametres que ens diguin amb quina
probabilitat haurem de fer certes accions, en concret:

1. py de fer xy = bb,
2. po de fer x5 = pb,
3. p3 de fer x3 = bb,
4. q defer y; =pbi
5. g9 de fer yo = bb.

Si tenim en compte les 6 diferents maneres de repartir les cartes entre els 2
jugadors, que aquests son racionals i per tant, en les situacions indicades sempre
jugaran les estrategies pures dominants i quan no hi ha estrategia dominant,
seguiran la distribucié que assignin aquests parametres. Ja que sind, la persona
que juga una estrategia que no és dominant, no pot assolir el seu equilibri de
Nash i I’altra persona podria explotar la seva manera “suboptima” de jugar.
Aixi doncs podem calcular el pagament de cada jugador. Per exemple si el
jugador 1 té la carta 1 i el jugador 2 té la carta 2, el primer jugador perdra 1
fitxa amb probabilitat p;gs, guanyara 2 fitxes amb probabilitat p; (1 — ¢2).
Calculem aquest valor amb totes les possibilitats i, sigui a* 'estrategia mixta
on s’apliquen totes aquestes probabilitats i també les estrategies pures optimes
mencionades abans, aleshores el valor ates d’a* és:

wia) = glpi(1-30) + paBay ~ Vb pale — )~ (11)
Observem que quan q; = g = %, aleshores tenim que 1 — 3g2 = 3¢1 — 1 =
g2 — q1 = 0 1 Destrategia (p1,p2,p3) no afecta al pagament del primer jugador,
essent per tant, I’equilibri de Nash per al jugador 2.

Per a trobar I'equilibri de Nash per al primer jugador, haurem de reescriure la
seva funcié de pagament de la segiient manera:

w(@) = lnGp—ps— Db alos—3p) +(r—p)l. (12)
Aquesta equacié té la propietat que, si 3p; — p3 — 1 = p3 — 3p; = 0 aleshores,
Pestrategia del segon jugador (¢1,¢2) no influeix sobre el pagament del primer,
per tant sera 'equilibri de Nash del jugador 1. Aix0 es compleix quan p; = & i
po = ”33—“. Per tant encara que l'estrategia del jugador 2 no pot variar (només
té 1 equilibri de Nash), l'estrategia optima del jugador 1 depén d’un parametre.
Per tant té infinits equilibris de Nash. Si apliquem aquests equilibris a la funcié
de pagament del jugador 1, veiem que aquesta té un valor esperat de —% i per
tant el jugador 2 té un valor ates del joc de %s quan es juga en equilibri.
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3.2 Aproximacié computacional, CFR

L’estudi del Kuhn poquer ofereix una oportunitat ideal per explorar estrategies
optimes en jocs d’informacié incompleta. Tot i la simplicitat d’aquest joc, la seva
estructura encapsula molts dels elements presents en variants més complexes del
poquer i ens serveix com a pas previ a ’analisi general del joc. Es en aquest
context que introduim el metode “Counterfactual Regret Minimization” (CFR)
introduit a [14], un algoritme iteratiu que ha demostrat ser extraordinariament
efectiu per aproximar equilibris de Nash en jocs extensius amb informaci6 imper-
fecta i incompleta. Tot i que els equilibris de Nash poden tenir certes limitacions
teoriques en aquest tipus de jocs —com ara la manca de credibilitat de certes
estrategies fora de 'equilibri o la seva sensibilitat a desviacions fora del cami
principal del joc—, CFR ha esdevingut una eina central en la resolucié practica
de jocs com el poquer degut a la seva capacitat per generar estrategies dificils
d’explotar. A difereéncia d’enfocaments centrats en la resolucié directa de tot el
joc, CFR aprofita la descomposicié del joc en informacions parcials (conjunts
d’informacié) i minimitza iterativament el “regret” contrafactual, que definirem
a continuacié. Aix0 permet, no només una millor eficiéncia computacional,
sind també la generacié de estrategies que, tot i ser aproximades, s’acosten a
I’equilibri de Nash amb una robustesa notable.

3.2.1 Esquematitzacié teorica del CFR

Encara que no és el motiu principal del treball, farem una introduccié teorica a
aquest algoritme per la seva importancia actual dins el context de jocs d’informa-
cié incompleta i sobretot el poquer, ja que durant els ultims anys, el desenvolupa-
ment d’aquest algoritme ha donat a lloc a una evolucié massiva del joc i de
Panomenat pels jugadors GTO (Game Theorical Optimization). En aquesta
part del treball utilitzarem la referéncia original on es va introduir per primera
vegada el CFR, [14].

Definicié 3.1 (e-Equilibri de Nash). Dins un joc extensiu de 2 jugadors. Un
e-equilibri de Nash és un perfil estrategic s on

u1(s) + € > max ui(s], s2)  ua(s) + € > max us(sy, sh). (13)
sh €Sy sLESH

Amb aquesta aproximacié de ’equilibri de Nash, haurem d’intentar trobar
un metode que minimitzi aquesta e. Amb CFR ho podem fer d’'una manera
molt elegant introduint el concepte de “regret”.

Definicié 3.2 (“Regret” mitja). Suposem que es juga repetidament un joc
extensiu amb informacié incompleta. Sigui s! l'estrategia del jugador i a la
ronda t, el “regret” mitja és:

1 T
i = g max Z (ui(sy,sty) —wi(s)). (14)
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Sigui 7*(h) la probabilitat que ocorri una historia h si els jugadors trien
accions d’acord amb s. Podem descompondre

7 = 11 75 (h). (15)

i€ NU{Natura}

en la contribucié de cada jugador a aquesta probabilitat. Aixi, nf(h) és la
probabilitat que si el jugador ¢ juga segons s per a totes les histories A’ que
sén “avantpassades” de h amb P(h') = i, que el jugador i prengui l'accié
corresponent en h. Definim 7° (k) com el producte de totes les contribucions
dels jugadors (inclosa la Natura, com deia Harsanyi) excepte el jugador i.
Per I! C Z, definim 7*(I}) = Zhelf 7m%(h) com la probabilitat d’arribar a
un determinat conjunt d’informacié donat s, amb 7} (Ii7 )ims Z(Ii7 ) definits de
manera similar. El valor total per al jugador ¢ d’un perfil estrategic és aleshores
el pagament esperat del node terminal resultant,

ui(s) = Y ui(h)w* (h). (16)

heZ

t

i

Definicié 3.3 (Estratégia mitjana). Definim §
jugador ¢ des del temps 1 fins al 7. Per a cada conjunt d’informacié I € Z;, i

com l'estrategia mitjana del

per a cada accié a € A(I}), definim:
T sU Ty ot (T
(1)) (a) = 2™ ()s' (1) (a)
T st/ 7d .
i (1)

Amb aquestes definicions, tenim prou per veure que minimitzant aquest
“regret”, arribarem a una solucié que aproxima molt bé ’equilibri de Nash.

(17)

Teorema 3.4. En un joc de suma zero de dos jugadors, si després de T
iteracions el “regret” mitja de cada jugador és com a maxim €, llavors 51 €és un
2¢-equilibri de Nash.

Aquest és un teorema molt conegut dins d’aquest ambit (per exemple, a [I3]
Theorem 1]). Amb aquests conceptes, Zinkevich, va ser capag, a [14], de trobar
una cota superior del “regret”, que s’anava a 0 quan 7' — oo. La qual cosa
succeeix si es segueix el seglient algoritme:

Definim R (I7,a) = max(RT (I, a), 0), llavors l'estratégia per al temps T + 1
és:

| SR s Y RM(Wa)>0
ST (a) = { o Y aedn) (18)

K2
Wlﬂ)l altrament.

3.2.2 Kuhn Poker Modificat

Amb la base teorica sobre teoria de jocs i CFR, voldriem trobar una solucié
computacional a un problema que no té solucié analitica per complexitat de
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I’arbre decisiu. La variant introduida afegeix una nova accié legal a certs nodes
del joc: una segona pujada quan un jugador ja ha pujat una vegada. Aixo
incrementa el nombre de seqiiencies i nodes terminals. Per poder resoldre’l
volem implementar el CFR dins aquest joc modificat. Gracies a [I] i sobre
tot a les instruccions i codi base que proporciona Jonathan Gardner a [4] vam
poder fer una modificacié del codi. En [4] es plantegen els diferents conjunts
d’informacié6 de la seglient manera: “Ka;...a,,” on K és la carta que s’assigna al
principi del joc K € {1,2,3} i a; és 'accié que s’ha pres al torn ¢, a; € {p, b, r}.
On p representa passar o abandonar, b representa apostar quan no hi ha una
aposta anterior o pagar una aposta d’aquest tipus i r representa la nova accid,
tornar a pujar un cop ja s’ha apostat o pagar una pujada. Per tant el conjunt
d’informacié 1pb vol dir que tinc la carta 1 i al primer torn he passat i ell al seu
torn m’ha apostat o per exemple, 3p vol dir que séc el segon jugador, tinc la
carta 3 i el jugador 1 ha passat al seu torn. Aquesta interpretacié té 'avantatge
que és molt facil accedir al conjunt d’informacié previ del nostre rival, ja que la
carta 1 es descarta (la tenim nosaltres) i per tant ell només pot estar a 2p o a
3p. D’aquesta manera, amb les estrategies, és molt facil trobar les probabilitats
condicionades de que ell estigui a un o altre conjunt d’informacié. Amb aquest
model, quan aplicarem ’algoritme CFR i vam obtenir els segiients resultats (no
sén Unics):
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Table 1: Taula per al jugador 1

InfoSet | Strat:B | Strat:P | Strat:R

3 0.65 0.35 -

2 0 1 —

1 0.22 0.78 —
3br — 0.02 0.98
2br - 0.98 0.02
1br - 0.99 0.01
3pb 0.01 0 0.99
2pb 0.55 0.45 0
1pb 0 1 0

Table 2: Taula per al jugador 2

InfoSet | Strat:B | Strat:P | Strat:R

3p 0.98 0.02 -

2p 0 1 -

1p 0.33 0.67 —

3b 0.03 0 0.97

2b 0.33 0.67 0

1b 0 1 0
3pbr - 0.01 0.98
2pbr - 0.98 0.02
1pbr - 0.99 0.01

Aquesta extensié mostra que el metode CFR és prou flexible per adaptar-
se a modificacions del joc. Permetre una pujada addicional enriqueix 1’analisi
estrategica i mostra resultats consistents amb la teoria de jocs de suma zero.
Com per exemple, no pagar mai amb la carta 1 o fer la nova accié r amb la carta
3 sempre que pot. Aquestes son estratégies dominants. Tanmateix, sorprén que
en aquesta variant del joc les estrategies obtingudes no arriben al valor de catza
amb r. Encara que inicialitzant els valors del programa en diferents valors, hi
ha una lleugera diferencia en els resultats que es proporcionen, mai apareix un
valor de catxa amb r. Aix0 es pot explicar per diversos motius:

e Pot ser que en un joc tan limitat, I'incentiu per fer un catxa de re-pujada
no sigui prou.

e Un catxa amb re-pujada amb la carta 1 pot formar part del joc “explotatiu”,
per a arribar a un equilibri on hi hagi catxa a la re-pujada, el jugador 2
hauria de pagar aquesta seqiiencia un percentatge de les vegades i aquest
fet, segurament augmenta el “regret” perque quan perd contra la carta 3,
perd més.

Aixo obre la porta a una investigacié més profunda sobre com els equilibris
canvien en funcio de les accions disponibles i la profunditat de ’arbre de decisions.
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4 Conclusions

Aquest treball ha tingut com a objectiu principal ’estudi profund de la teoria
de jocs amb especial emfasi en el paper fonamental que hi exerceix la informacié
—tant la seva disponibilitat com la seva estructura— en la determinacié dels
equilibris estrategics. Al llarg del treball, hem dut a terme una analisi rigorosa
dels diferents tipus de jocs: des dels jocs en forma normal fins als jocs extensius
amb informacié perfecta, imperfecta i finalment incompleta, culminant amb
I’aplicacié d’aquest marc conceptual a un cas d’estudi concret mitjangant una
aproximacié computacional.

En primer lloc, hem presentat de manera formal la nocié d’equilibri de Nash,
tant en estrategies pures com en mixtes, destacant-ne 1’existencia sota determi-
nades condicions topologiques. Aquesta base teorica ens ha permes entendre
com els jugadors, actuant de manera racional i tenint en compte les decisions
dels altres, poden arribar a situacions estables on cap d’ells té incentius per a
desviar-se unilateralment de la seva estrategia. A continuacié, hem analitzat els
jocs extensius, primerament amb informacié perfecta, on ’equilibri perfecte en
subjocs ofereix un refinament essencial respecte a I'equilibri de Nash tradicional.
Aquest analisi s’ha ampliat amb els jocs extensius d’informacié imperfecta,
on els conceptes d’informacié incompleta i de creences cobren una rellevancia
fonamental. En aquests escenaris, el concepte d’equilibri seqiiencial, introduit
per Kreps i Wilson, s’erigeix com l’eina adequada per capturar l'estrategia
optima dels jugadors.

El nucli central del treball ha estat la teoria de jocs amb informacié incompleta,
modelitzada mitjangant 'enfocament bayesia proposat per John Harsanyi. Aquest
model transforma jocs amb asimetries d’informaci6 en jocs bayesians amb tipus
privats, permetent un analisi coherent dins del marc de la teoria de jocs estandard.
Hem pogut demostrar que tota la incertesa pot ser encapsulada en els tipus dels
jugadors i que, sota aquest enfocament, es poden definir equilibris bayesians que
generalitzen la nocié d’equilibri de Nash.

Un dels principals valors afegits d’aquest treball ha estat ’aplicacié practica
d’aquests conceptes mitjancant ’estudi del joc de Kuhn poquer. L’estudi d’aquest
s’ha vist enriquit amb una aproximacié computacional mitjangant 1’algoritme de
minimitzacié de “regret” contrafactual (CFR), que ha permes simular 1’evolucié
estrategica cap a un equilibri en contextos de repeticié i aprenentatge iteratiu.

En resum, aquest treball ha posat de manifest la importancia de la informacio i
de les creences en la teoria de jocs, destacant com la seva presencia (o abseéncia)
condiciona la naturalesa dels equilibris i el comportament racional dels agents.
A més, ha demostrat que articulacié entre el rigor formal i la implementacié
computacional permet no només analitzar millor els jocs teorics, sindé també
traslladar aquests coneixements a entorns practics i aplicats.
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A Appendix A: Codi CFR

Aquesta és la modificacié del codi proporcionat per [4]. Cal mencionar que sén
molt similars ja que el gruix de I’algoritme estava proporcionat al codi i només
vaig haver de modificar algunes definicions per afegir la pujada.

from __future__ import annotations

from tabulate import tabulate
import sys

infoSets: dict[str, InfoSetDatal] = {}
sortedInfoSets = []

RANKS = ["K", : ]

ACTIONS = [ 0 ) ]

TERMINAL_ACTION_STR_MAP = {

>

}
INFO_SET_ACTION_STRS = {

}
def isIllegalAction(history: str, action: str) -> bool:
new_hist = history + action
if history == and action ==
return True
if in new_hist:
return True
if in new_hist:

return True
return False

def getDecidingPlayerForInfoSetStr(infoSetStr: str):
return (len(infoSetStr)-1)%2

class InfoSetData:
def __init__(self):

self.actions: dict[str, InfoSetActionData] = {
InfoSetActionData(initStratVal=1 / len(ACTIONS)),
InfoSetActionData(initStratVal=1 / len(ACTIONS)),
InfoSetActionData(initStratVal=1 / len(ACTIONS)),

¥

self.beliefs: dict[str, float] = {}

self .expectedUtil: float = None

self.likelihood: float = None
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53 @staticmethod
54 def printInfoSetDataTable(infoSets: dict[str, InfoSetDatal):
55 from tabulate import tabulate

57 rows = []

59 for infoSetStr in sortedInfoSets:

60 infoSet = infoSets[infoSetStr]

61

62 strategy = [f for a
in ACTIONS]

63 utility = [f if infoSet.
actions[a].util is not None else for a in ACTIONS]

64

65 opponent_pockets = getPossibleOpponentPockets (
infoSetStr [0])

66 beliefs = [f for p

in opponent_pockets]

68 row = [

69 infoSetStr,

70 *strategy,

71 *utility,

72 f if infoSet.
expectedUtil is not None else 5

73 f if infoSet.likelihood

is not None else
74 *beliefs

75 ]

76 rows .append (row)

78 headers = [

79 s

80 3 3 3

81 K} E) s

84 ]

86 print (tabulate (rows, headers=headers, tablefmt=
))

87 def getStrategyTableData(self):

88 return [f for action

in ACTIONS]

90 def getUtilityTableData(self):
91 return [f for action in
ACTIONS]

93 def getGainTableData(self):
94 return [f for
action in ACTIONS]

96 def getBeliefTableData(self):

97 return [f for oppPocket in
self .beliefs.keys ()]

38



929

100

101

106
107
108
109

110

class InfoSetActionData:

def __init__(self, initStratVal):
self .strategy = initStratVal
self .util = None

self.cumulativeGain = initStratVal

def getPossibleOpponentPockets (pocket):

return [rank for rank in RANKS if rank != pocket]

def getAncestralInfoSetStrs(infoSetStr) -> list[InfoSetDatal:

if len(infoSetStr) == 1:

raise ValueError (f )
possibleOpponentPockets = getPossibleOpponentPockets (infoSetStr
[01)
return [oppPocket + infoSetStr[1:-1] for oppPocket in
possibleOpponentPockets]

def getDescendantInfoSetStrs(infoSetStr, action):

history = infoSetStr[1:]

if isIllegalAction(history, action):
return []

oppPockets = getPossibleOpponentPockets (infoSetStr [0])
actionStr = history + action
return [oppPocket + actionStr for oppPocket in oppPockets]

def playerOnePocketIsHigher (pocketl,pocket2):

if pocketl==
return True

if pocketl==
return False

if pocket2==
return False

if pocket2==
return True

raise ValueError(

)

def calcUtilityAtTerminalNode (pocketl ,pocket2,actionStr: str):

if actionStr== B
if playerOnePocketIsHigher (pocketl,pocket2):
return 1,-1
else:
return -1,1
elif actionStr==
return -1,1
elif actionStr==
return 1,-1
elif actionStr== or actionStr== 8
if playerOnePocketIsHigher (pocketl,pocket2):
return 2,-2
else:
return -2,2
elif actionStr==
return -2,2
elif actionStr==
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return 2,-2

elif actionStr== or actionStr==

if playerOnePocketIsHigher (pocketl, pocket2):
return 3,-3

else:
return -3,3

else:

def

def

raise ValueError (f )

initInfoSets ():
for actionsStrs in sorted (INFO_SET_ACTION_STRS, key=lambda x:
len(x)):
for rank in RANKS:
infoSetStr = rank + actionsStrs
infoSets[infoSetStr] = InfoSetData()
sortedInfoSets.append(infoSetStr)

updateBeliefs ():
for infoSetStr in sortedInfoSets:
infoSet = infoSets[infoSetStr]
if len(infoSetStr) == 1:
possibleOpponentPockets = getPossibleOpponentPockets(
infoSetStr [0])
for oppPocket in possibleOpponentPockets:
infoSet.beliefs [oppPocket] = 1 / len(
possibleOpponentPockets)
else:
ancestralInfoSetStrs = getAncestrallInfoSetStrs(
infoSetStr)
lastAction = infoSetStr[-1]
tot = 0
for oppInfoSetStr in ancestrallInfoSetStrs:
oppInfoSet=infoSets [oppInfoSetStr]
tot += oppInfoSet.actions[lastAction].strategy
for oppInfoSetStr in ancestrallnfoSetStrs:
oppInfoSet=infoSets [oppInfoSetStr]
oppPocket = oppInfoSetStr [0]
infoSet.beliefs [oppPocket]=oppInfoSet.actions[
lastAction].strategy / tot
return

updateUtilitiesForInfoSetStr (infoSetStr):
playerIdx = getDecidingPlayerForInfoSetStr(infoSetStr)
infoSet = infoSets[infoSetStr]
beliefs = infoSet.beliefs
for action in ACTIONS:
history=infoSetStr [1:]
actionStr=history+action
if isIllegalAction(history, action):

infoSet.actions[action].util = -100
continue
descendentInfoSetStrs = getDescendantInfoSetStrs(infoSetStr

,action)
utilFromInfoSets ,utilFromTerminalNodes=0,0
for descendentInfoSetStr in descendentInfoSetStrs:
prob0fThisInfoSet = beliefs[descendentInfoSetStr [0]]
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204 pockets=[infoSetStr [0] ,descendentInfoSetStr [0]]

205 if playerIdx==1:

206 pockets=1list (reversed (pockets))

207 if actionStr in TERMINAL_ACTION_STR_MAP:

208 utils=calcUtilityAtTerminalNode (*pockets ,actionStr)

209 utilFromTerminalNodes+=prob0fThisInfoSet*utils[
playerIdx]

210 else:

211 descendentInfoSet = infoSets[descendentInfoSetStr]

212 for oppAction in ACTIONS:

213 oppHistory = actionStr

214 destinationInfoSetStr = infoSetStr+action+
oppAction

215 destinationActionStr = destinationInfoSetStr
[1:]

216 if isIllegalAction (oppHistory, oppAction):

217 infoSet.actions[action].util = -100

218 continue

219 prob0fOppAction = descendentInfoSet.actionsl|[
oppAction].strategy

220 if destinationActionStr in
TERMINAL_ACTION_STR_MAP:

221 utils=calcUtilityAtTerminalNode (*pockets,
destinationActionStr)

222 utilFromTerminalNodes+=prob0OfThisInfoSet *
prob0fOppAction*utils [playerIdx]

223 else:

224 destinationInfoSet = infoSets|[
destinationInfoSetStr]

225 utilFromInfoSets+=prob0fThisInfoSet*
probOfOppAction*destinationInfoSet.expectedUtil

227 infoSet.actions[action].util=utilFromInfoSets+
utilFromTerminalNodes

228 infoSet.expectedUtil = 0
229 for action in ACTIONS:
230 actionData = infoSet.actions[action]

infoSet.expectedUtil+=actionData.strategy*actionData.util

def calcInfoSetLikelihoods():
for infoSetStr in sortedInfoSets:
235 infoSet=infoSets[infoSetStr]
236 infoSet.likelihood=0
237 possibleOppPockets=getPossibleOpponentPockets (infoSetStr [0])
238 if len(infoSetStr)==1:
239 infoSet.likelihood=1/1len (RANKS)
10 elif len(infoSetStr)==2:
11 for oppPocket in possibleOppPockets:
242 oppInfoSet = infoSets[oppPocket + infoSetStr[1:-1]]
243 infoSet.likelihood+=oppInfoSet.actions[infoSetStr[-111.
strategy/(len(RANKS)*len(possibleOppPockets))
244 else:
245 for oppPocket in possibleOppPockets:
246 oppInfoSet = infoSets[oppPocket + infoSetStr[1:-1]]
247 infoSetTwolLevelsAgo = infoSets[infoSetStr[:-2]] # grab the
closest ancestral infoSet with the same owner as the infoSet
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for which we seek to calculate likelihood
ancestorLikelihood = infoSetTwoLevelsAgo.likelihood/len(
possibleOppPockets) # note, each oppInfoSet is essentially
slicing up the infoSetTwolLevelsAgo because they’re each
assuming a specific oppPocket. Therefore, we must divide by 1len
(possibleOppPockets)
infoSet.likelihood+=ancestorLikelihood*oppInfoSet.actions[

infoSetStr[-1]].strategy

def calcGains():

totAddedGain=0.0

for infoSetStr in sortedInfoSets:

infoSets[infoSetStr]

for action in ACTIONS:
utilForActionPureStrat

infoSet =

totAddedGain+=gain

infoSet.actions[action].cumulativeGain+=gain * infoSet.

likelihood

return totAddedGain
def updateStrategy():
for infoSetStr in sortedInfoSets:

def

infoSet = infoSets[infoSetStr]
gains = [infoSet.actions[action].cumulativeGain for action in
ACTIONS]

totGains =

gain = infoSet.actions[action].cumulativeGain
infoSet.actions[action].strategy = gain/totGains

sum (gains)
for action in ACTIONS:

infoSet.actions[action].util
gain = max(0,utilForActionPureStrat-infoSet.expectedUtil)

setInitialStrategiesToSpecificValues ():

infoSets [ J.actions[ ].strategy=1/3
infoSets [ ]l.actions[ ].strategy=1/3
infoSets [ J.actions [ ].strategy=1/3
infoSets [ J.actions [ ].strategy=1/3
infoSets [ l.actions [ l.strategy=1/3
infoSets [ J.actions[ ].strategy=1/3
infoSets [ l.actions [ ].strategy=1/3
infoSets [ J.actions [ ].strategy=1/3
infoSets [ ].actions[ ].strategy=1/3
infoSets [ ]l.actions[ ].strategy=1/3
infoSets [ J.actions[ ].strategy=1/3
infoSets [ J.actions[ ].strategy=1/3
infoSets [ J.actions [ ].strategy=1/3
infoSets [ ].actions[ ].strategy=1/3
infoSets [ J.actions [ ].strategy=1/3
infoSets [ J.actions [ ].strategy=1/3
infoSets [ ]J.actions[ ].strategy=1/3
infoSets [ J.actions[ ].strategy=1/3
infoSets [ ]J.actions[ ].strategy=1/3
infoSets [ J.actions [ ].strategy=1/3
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297 infoSets [ ].actions [ ].strategy=1/3

299 infoSets[ ].actions[ ].strategy=1/3
300 infoSets [ J.actions [ ].strategy=1/3
301 infoSets [ ].actions[ ].strategy=1/3
302

303 infoSets [ ].actions [ ].strategy=1/3
304 infoSets [ ].actions [ ].strategy=1/3
305 infoSets [ ].actions [ ].strategy=1/3
306

307 # player2

308 infoSets [ ]l.actions[ ].strategy=1/3
309 infoSets [ J.actions [ ].strategy=1/3
310 infoSets [ ].actions[ ].strategy=1/3
311 infoSets [ J.actions[ ].strategy=1/3
312 infoSets [ ].actions [ ].strategy=1/3
313 infoSets [ ].actions[ ].strategy=1/3
314

315 infoSets [ ].actions[ ].strategy=1/3
316 infoSets [ J.actions [ ].strategy=1/3
317 infoSets [ ].actions[ ].strategy=1/3
318 infoSets [ J.actions [ ].strategy=1/3
319 infoSets [ ].actions [ ].strategy=1/3
320 infoSets [ ].actions[ ].strategy=1/3
321

322 infoSets [ ].actions[ ].strategy=1/3
323 infoSets [ J.actions [ ].strategy=1/3
324 infoSets [ ].actions[ ].strategy=1/3
325 infoSets [ J.actions [ ].strategy=1/3
326 infoSets [ J.actions[ ].strategy=1/3
327 infoSets [ ].actions [ ].strategy=1/3
328

320 if __name__ ==

initInfoSets ()

numIterations=300000
totGains = []

335 numGainsToPlot=100
gainGrpSize = numIterations//numGainsToPlot
if gainGrpSize==0:

gainGrpSize=1

340 for i in range(numIterations):
341 updateBeliefs ()

343 for infoSetStr in reversed(sortedInfoSets):
344 updateUtilitiesForInfoSetStr (infoSetStr)

346 calcInfoSetLikelihoods ()

347 totGain = calcGains ()

348 if i%gainGrpSize==0:

349 totGains.append(totGain)

350 print (£ )
351 updateStrategy ()

353 InfoSetData.printInfoSetDataTable (infoSets)
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