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Proélogo

«... quienes hacia poco rechazaban la lengua ro-
mana ahora deseaban ser elocuentes con ella. [...]
Y asi, lo que ellos llamaban “civilizacién” se con-
virtié en parte de su servidumbre.»

Tacito, Vida de Agricola.

La modelizacién de epidemias se ha convertido en un tema de actuali-
dad con la pandemia de 2020 causada por un coronavirus. Nociones técnicas
como el pardmetro % han aparecido en el discurso de los responsables poli-
ticos. La cuestion de la estacionalidad también se plante6 con la segunda ola
epidémica. A nadie se le escapa la dificultad de obtener previsiones fiables.

Existen esencialmente dos enfoques para modelizar las epidemias. El pri-
mero se basa en modelos matematicos relativamente sencillos. Estos modelos
tienen dos ventajas. La primera es que pueden analizarse matemdticamente,
de modo que se entiende lo que ocurre independientemente de los valores
de los parametros. La segunda ventaja es que los pardmetros, que son pocos,
pueden estimarse razonablemente a partir de los datos reales de la epidemia.
Esto puede servir para hacer predicciones o imaginar las consecuencias de di-
versas intervenciones de salud publica entre las que se duda cudl elegir. Este
enfoque es el mds antiguo: véanse, por ejemplo, los capitulos 5, 14 y 18 de
[LO], que presentan, respectivamente, el modelo de Daniel Bernoulli para la
viruela, el modelo de Ross para la malaria y el modelo general de Kermack
y McKendrick. Pueden ir acompafiados de simulaciones por ordenador, pero
evidentemente no fue el caso de estos ejemplos historicos.

El segundo enfoque se basa en modelos «complejos» que se pueden si-
mular pero de los que no se puede decir nada con certeza. Solo la llegada
de los ordenadores rdpidos ha hecho posible este enfoque. Algunos de estos
modelos tienen un gran nimero de ecuaciones y pardmetros que los hacen
cada vez mas realistas. No obstante, uno se ve obligado a fijar a priori mu-
chos pardmetros, que a menudo solo son conocidos de forma aproximada,
antes de intentar estimar otros a partir de los datos. Las propias ecuaciones
tienen a veces una forma «matemdtica» como las ecuaciones diferenciales, y
a veces una forma «computacional» como las reglas seguidas por «agentes».
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Sin embargo, esta distincién no es esencial, ya que las ecuaciones matema-
ticas también estdn codificadas en un programa informadtico. Hay que tener
en cuenta que, en general, los resultados del modelo no son reproducibles, a
menos que el propio programa informético esté disponible de forma gratuita.
Algunos de estos modelos solo tienen un pequefio niimero de pardmetros, pe-
ro su carécter estocdstico y espacializado los hace muy dificiles de analizar:
hay que conformarse con las simulaciones.

Este libro es una introduccién a la modelizaciéon matematica de las epi-
demias en el sentido del primer enfoque. Se hace hincapié sobre todo en el
analisis matematico, pero también hay algunas estimaciones de pardmetros
para epidemias reales con transmisién directa (coronavirus, sarampion...) o
con transmisién por un insecto vector (peste, leishmaniosis, chikungunya...).
Pocos libros en francés se han dedicado a la modelizacién de epidemia So-
lo hay algunos capitulos aislados, por ejemplo en [1} 2, 10} 18] 123]32] 33| 36|
45,165, [75]. Sin embargo, el primer trabajo de modelizacién matemadtica de
una epidemia, el de Daniel Bernoulli, se publicé en francés. Para el enfoque
con modelos «complejos», se puede consultar por ejemplo [67].

Un concepto bastante central es el de «reproductividad», denotado por
H. Para simplificar, digamos que es el promedio de casos infectados secun-
darios que genera cada uno de los primeros casos al inicio de una epidemia.
Por ejemplo, con %y = 2, una persona infecta a otras dos, que a su vez in-
fectan a otras dos, etc., lo que lleva a una progresién geométrica, es decir,
exponencial, del nimero de casos. Como se trata de una media, el nimero
o no suele ser un nimero entero. La epidemia solo puede desarrollarse si
Ky > 1.

Existe una nocién similar en demografia: los nacimientos se correspon-
den con las infecciones, y las muertes con las curaciones. El nimero %, es
entonces el cociente entre los nacimientos de dos generaciones sucesivas. La
comparacion entre este %y demografico, que de hecho es anterior (trabajo de
Bockh en la década de 1880), y su andlogo epidemioldgico no se hard hasta
mucho mas adelante. Desde un punto de vista matematico, también pueden
compararse con el pardmetro critico de los procesos de ramificacion o proceso
de Bienaymé-Galton-Watson, con una historia tortuosa [10].

La notacién ya cldsica %, se debe a Lotka (1880-1949), que la llama
reproductividad (mas exactamente reproductividad neta, «reproductivité net-
te») en su libro dedicado a la demografia matemadtica publicado en francés
en Paris en 1939 [47]]. Este raro término, derivado de reproductivo, aparecié

1En espafiol, véase : F. Brauer, C. Castillo-Chévez et al., Modelos de la propagacion de enfer-
medades infecciosas, Universidad Auténoma de Occidente, Cali, 2015; M. de Ledén, A. Gémez-
Corral, Las matemdticas de la pandemia, CSIC-Catarata, 2020.
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hacia 1832 y entonces se referia a la «propiedad de producir otros cuerpos
similares a uno mismo, inherente a los cuerpos vivos» [63]. Asi, Lotkaﬁ mo-
difica un poco el significado tomando como definicién el nlimero que mide
cuantitativamente esta propiedad. Nétese que en el Congreso Internacional de
Poblacion, celebrado en Paris en 1937, Lotka todavia hablaba de «el indice de
Bockh Zy» [46]. El término «reproductividad» aparece en el diccionario de
Littré y en el Trésor de la langue frangaise, pero no en la mayoria de los dic-
cionarios actuales. Nos ha parecido apropiado utilizarlo en lugar de la «tasa
de reproduccién bdsica» utilizada en epidemiologia o la «tasa de reproduc-
cién neta» utilizada en demograffa. La palabra «tasa» es de hecho ambigua.
En la mayoria de los casos, se refiere:

= 0 bien a una cantidad cuya dimensién es la inversa de un tiempo, como
las tasas de crecimiento, de natalidad o de interés, que se dan por afio;
estas tasas toman un valor diferente si se cambia la unidad de tiempo;

= 0 bien a un porcentaje, entre 0 y 1, sin dimensién, como para la tasa de
desempleo o la tasa de abstencion.

La confusién entre ambos viene del hecho de que la unidad de tiempo «por
afio» suele estar implicita en el primer uso. Pero el nimero % no correspon-
de a ninguno de estos dos casos: es un nimero adimensional, que puede ser
mayor o menor que 1. Por esta razén, algunos autores prefieren la expresion
«numero de reproduccién». No obstante, la expresion «tasa de reproduccién»
se ha generalizado, especialmente en Francia. Ademads, la alienacién lingiifsti-
ca imperante no favorece la reflexién terminoldgica. Tenemos la oportunidad
en este libro de tratar de corregir esta situacin, sobre todo porque existe un
término bien formado que es ademds el original. En lo sucesivo, por lo tanto,
solo utilizaremos «tasa» para designar a un parimetro cuya dimension sea la
inversa de un tiempo, mientras que % designard a la «reproductividad».

El interés de esta nocién de reproductividad es doble. Por un lado, se
demostrard que, para varios modelos relativamente sencillos con coeficientes
constantes, el tamafio final de una epidemia, es decir, el nlimero de personas
finalmente afectadas por la enfermedad, depende esencialmente de solo dos
pardmetros: el tamafio de la poblacién y esta reproductividad. Dado que la
reproductividad puede estimarse desde el principio de una epidemia, esto da
la impresion tedrica de poder predecir el tamafio de una epidemia, al menos
en el peor de los casos, cuando no se hace nada para detenerla. En la practica
es obviamente mucho mds complicado [39]], siendo el principal defecto sin
duda la suposicién de que existe una mezcla homogénea de la poblacién.

2Para la anécdota, Lotka era de nacionalidad estadounidense pero habia crecido en Francia.
El francés era su lengua materna, ya que su madre era de origen alsaciano. Sobre la vida de
Lotka, se pueden consultar [[73,[77, 78] o [10} capitulos 10y 13].
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La reproductividad %, también estd relacionada con el esfuerzo necesa-
rio para prevenir una epidemia o erradicar una endemia, es decir, una en-
fermedad que esta presente de forma permanente. En muchos modelos, esto
requiere dividir los contactos por al menos % o dividir la poblacién suscep-
tible de contraer la enfermedad por %y, lo que puede hacerse vacunando a
una fraccién 1 — 1/%, de la poblacién. Por ejemplo, con %y = 2,5, obtene-
mos 1 — 1/%y = 60%. El conocimiento de %, permite, por tanto, estimar el
nimero minimo de dosis de vacuna necesario para lograr la inmunidad co-
lectiva o de grupo. La reproductividad ayuda a explicar cualitativamente por
qué algunas enfermedades son mas dificiles de erradicar que otras, incluso
con una vacuna: su reproductividad es particularmente alta. Este es el caso
del sarampion, para el que las estimaciones sitian % entre 15 y 20, por lo
que la cobertura vacunal minima es del orden del 95 %, una cifra dificil de
alcanzar.

Desde un punto de vista matemdtico, uno se da cuenta ripidamente de
que la reproductividad %, tras la aparente simplicidad de su definicién en
los modelos mas triviales, solo puede definirse razonablemente como el au-
tovalor de una determinada matriz u operador en modelos con una estructura
mads realista. La inestabilidad de la poblacién frente a la introduccién de unos
pocos casos infectados es, de hecho, un problema de autovalores. Este fue el
punto de partida de nuestro trabajo en epidemiologia matemaética cuando ad-
vertimos la confusién en la definicién de la reproductividad en el caso, muy
frecuente, de que la estacionalidad desempefie un papel en la transmision,
especialmente en el caso de las enfermedades invernales en Europa y en el
de las transmitidas por insectos en Africa. A continuacion, los expertos se
dividieron aproximadamente en dos grupos.

Por un lado estaban los que tenfan mads inclinacién matematica y sabian
bien que en un modelo con coeficientes periddicos la estabilidad no depende
mds que de un nimero, por ejemplo el multiplicador de Floquet dominan-
te [L6} capitulo 9] en el caso de sistemas de ecuaciones diferenciales. Ahora
bien, el «niimero medio de casos secundarios» depende obviamente de la es-
tacion. Por ello, el consejo fue abandonar la nocién de % en marcos peri6-
dicos.

Por otro lado, habia quienes se inclinaban mas por la estadistica y las
aplicaciones en epidemiologia. No dudaron en hablar de un «Zy» 0 «%» que
varia diaria, semanal o mensualmente, calcularlo fijando los valores de los
pardmetros (de modo que la técnica se aplica también a sistemas cuyos coefi-
cientes varian en el tiempo sin ser periddicos), trazarlo en funcién del tiempo
(por ejemplo, para la epidemia de coronavirus de 2020) o representar mapas
de riesgo mensuales, especialmente para las enfermedades transmitidas por
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vectores relacionadas con el cambio climdtico. Sin embargo, mostraremos en
la seccion[18.2.4] un ejemplo en el que el sistema pareceria dirigirse hacia la
extincion de la epidemia en cada momento si fijaramos sus coeficientes, pero
en el que, a pesar de todo, ésta se produce.

De ahi que hayamos intentado convencer a estos colegas de que la repro-
ductividad podia definirse en modelos periddicos sin carecer de rigor mate-
madtico:

= % es el autovalor de un determinado operador sobre un espacio de
funciones periddicas;

= es un nimero que no depende del tiempo;

= si queremos un indice de riesgo de epidemia que varie con las estacio-
nes, entonces la probabilidad de extincion es mds apropiada que lo que
se ha propuesto hasta ahora.

Si el primer grupo mencionado parece desde entonces estar mayoritariamente
convencido, la mayoria de los especialistas del segundo grupo contindian con
su uso que podriamos llamar matematicamente defectuoso de «Zy». Este uso
también parece tener un caricter un tanto tautolégico: ;no es mejor decir que
el nimero semanal de casos ha aumentado en tal porcentaje con respecto a
la semana anterior, lo cual es inequivoco y todo el mundo puede entenderlo,
en lugar de decir que «Zp» 0 «Z%» vale tal nimero mayor que 1 tal y tal dia?
Esta segunda afirmacidn no solo tiene una dudosa base matemaética, sino que
suele ir acompafiada de una exagerada precision de dos digitos tras la coma,
un fallo que [43| p. 234] califica de «pseudocientifico».

Los distintos capitulos de este libro corresponden a articulos publicados
en los dltimos quince afios, cuyas referencias precisas pueden encontrarse en
www.ummisco.ird.fr/perso/bacaer. También se han incluido algunos recorda-
torios, especialmente en los primeros capitulos. Un resumen al principio de
cada capitulo da una idea del punto principal. Excepto en la primera parte,
ha sido sobre todo la ocasién de volver a tratar algunas cuestiones cldsicas
de la epidemiologia matematica, pero en un marco periddico y a la luz de la
nueva definicién propuesta de reproductividad %,. No es por tanto un curso
en el sentido tradicional. Existen algunas repeticiones entre los capitulos. La
ventaja de ello es, sin embargo, que cada capitulo puede leerse con relativa
independencia de los demds. El contenido es también bastante nuevo y no se
encontrard en ningtn otro libro. La bibliografia se ha reducido hasta mante-
ner solo lo que es realmente ttil para la comprension del texto. Se ha hecho
un esfuerzo especial para indicar las fuentes en francés. El progreso de la tra-
duccién automatica ya permite alejarse de la uniformidad lingiifstica actual
[8,19]. Los capitulos se han agrupado por temas y no por orden cronoldgico.


http://www.ummisco.ird.fr/perso/bacaer
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Algunos capitulos estdn escritos en un estilo matemadtico con proposiciones y
demostraciones bien definidas; otros son menos rigurosos.

La primera parte se refiere a los modelos con coeficientes constantes o
constantes a trozos. Esta parte puede servir de introduccién a la modelizacién
de epidemias porque incluye, por ejemplo, el modelo S-I-R de Kermack y
McKendrick, el estudio del tamaifio final de la epidemia y el modelo S-E-I-R.
Los dos primeros capitulos se centran en el olvidado problema de la estima-
cién de la fecha del pico epidémico. El capitulo 3] propone una definicién de
la reproductividad %, como tasa asintética de crecimiento por generacion.
El capitulo [4] se centra en el inicio de la epidemia de coronavirus en Francia,
al tiempo que trata de obtener férmulas generales cuando la tasa de contacto
experimenta un salto repentino tras un confinamiento. El capitulo [3] sirve de
introduccion a los modelos epidémicos estocdsticos.

A partir de estos elementos bésicos, se puede construir un gran nimero de
modelos, cuyo grado de refinamiento dependerd de la cuestion préctica que
se plantee, de la disponibilidad de datos y de las caracteristicas biolégicas y
sociales de la enfermedad infecciosa. Los ejemplos incluyen la estratificacién
de la poblacién por edad, sexo (para las enfermedades de transmision sexual),
grupos de riesgo o regidn. A continuacion, se presta especial atencion al papel
de la estacionalidad.

La segunda parte trata de los modelos deterministas con coeficientes pe-
riédicos. La estacionalidad es, en efecto, evidente para muchas epidemias. Se
da un estudio detallado del pardmetro %, en el caso periddico. También hay
estudios sobre el chikungunya en la Isla de La Reunién, sobre la leishma-
niosis en Marruecos y sobre una epidemia histérica de peste en la India. Los
tres ultimos capitulos de esta parte tratan del tamafio final de una epidemia,
siempre en el caso periddico.

La tercera y ultima parte trata de los modelos estocdsticos con coeficientes
periddicos. El debate se centra en el cdlculo de la probabilidad de extincién de
una epidemia. Se presenta una aplicacion al caso del sarampién en Francia. El
dltimo capitulo trata del tiempo que tarda en extinguirse una epidemia. Cabe
sefialar que estos dos temas también se han estudiado en el caso de que el
entorno no sea periddico sino aleatorio [4, 1516} 7} [11].

Doy las gracias a los colegas sin los cuales muchos de estos capitulos no
habrian visto la luz: S. Guernaoui y E. Ait Dads en Marrakech, R. Ouifki en
Stellenbosch, X. Abdurahman en Uriimqi, G. Gomes, C. Rebelo y A. Marghe-
ri en Lisboa, H. Inaba en Tokio, C. Lobry en Niza, T. Sari en Montpellier y
F. Hamelin en Rennes. Algunas partes del libro correspoden al contenido de
cursos que se impartieron en Marrakech, Tlemcen y Tokio, por lo que también
doy las gracias a A. Moussaoui, H. Nishiura y de nuevo a H. Inaba.



Parte I

Modelos epidémicos con
coeficientes constantes



Capitulo 1
Modelo S-I-R

Estudiamos el comportamiento asintotico, cuando el tamaiio de
la poblacion es grande, del tiempo que tarda en alcanzar su pi-
co una epidemia modelizada por un sistema diferencial de tipo
S-I-R.

1.1 Ecuaciones

Consideremos una poblacién de tamafio N afectada por una enfermedad
infecciosa:

= S(¢) denota el nimero de individuos susceptibles de ser infectados en
el momento ¢; se suele hablar en este contexto de «individuos suscepti-
bles», aunque el adjetivo puede confundirse con la otra acepcion, «que
se ofenden facilmente»;

= () es el nimero de individuos infectados;

= R(#) es el nimero de individuos retirados de la transmisién por con-
finamiento, curacién o muerte; se supone que los individuos curados
estdn inmunizados y conservan la inmunidad sin limite de tiempo.

Asi, N = S(r) +1(t) + R(r) es la poblacién total. Las diferentes clases de
individuos también se denominan compartimentos (figura [I.T), pero esto no
significa que estén separados fisicamente: permanecen en contacto dentro de
la misma poblacion.

Se supone que la poblacién total es constante y lo suficientemente gran-
de como para que sea razonable modelizar la epidemia mediante un sistema
diferencial en lugar de un proceso estocdstico. De hecho, cuando el nimero
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de individuos es lo suficientemente grande, se puede obviar de alguna mane-
ra que este numero debe ser entero y tratarlo como si variara continuamente.
Tampoco se tienen en cuenta por el momento los efectos del azar en el ini-
cio de la epidemia, cuando el nimero de infectados es todavia pequefo. Se
volverd sobre estos puntos en el capitulo[5]y en la tercera parte del libro.

Figura 1.1: Los compartimentos del modelo S-I-R.

a denota la tasa de contacto efectiva (a > 0). Es el producto de dos nu-
meros: el nimero de contactos por unidad de tiempo y la probabilidad de
transmisién durante un contacto entre un individuo no infectado y uno infec-
tado. La unidad de la tasa a es, por tanto, la inversa de una unidad de tiempo.

b denota la tasa a la que los individuos salen del compartimento I y entran
en el compartimento R (b > 0). En otras palabras, cada individuo del compar-
timento tiene una probabilidad bdr de pasar al compartimento R durante cada
pequeiio intervalo de tiempo dt. Esto implica que el tiempo de permanencia
en el compartimento se distribuye segin una ley exponencial de pardmetro b,

con media . |
—bx

dx = —.

/0 e x b

Esto puede parecer poco realista, pero simplifica la presentacién. El caso de
las distribuciones generales se tratard en varias ocasiones, empezando por la
seccionB.21

Se supone que los contactos son aleatorios, de modo que cuando una per-
sona no infectada se encuentra con otra, la probabilidad de que esa persona
esté infectada es igual a I/N, la proporcién de personas infectadas en la po-
blacién. Por tanto, cada persona del compartimento S tiene una probabilidad
a x (I/N) x dt de infectarse durante un pequefio intervalo de tiempo dr.

Todos estos supuestos conducen al famoso modelo S-I-R de Kermack y
McKendrick (1927) [10, capitulo 18] para una epidemia :

S as— 11
7 aS (1.1)
di I

Z —as— -l 1.2
a NP (12
R

R _pr. (1.3)

o=



En realidad, se trata de una versién simplificada del modelo original. Este
ultimo permitia cualquier distribucién para el tiempo de permanencia en el
compartimento 1.

Consideremos las condiciones iniciales

S(0)=N-1Ip, I(0)=Ip, R(0)=0, (1.4)

con (0 < Ip < N). El nimero Ij es en general muy pequefio frente a N, lo que
se denota por Ip < N.

Un ejemplo se detalla en la figura[T.2] Se ha utilizado el software Scilab y
su funcién de resolucién numérica de sistemas diferenciales con N = 65 x 10°
(la poblacién de Francia), Iy = 1, a = 1/2 por dia 'y b = 1/4 por dia. Asi, al
principio de la epidemia, un individuo infectado contagia de media a una per-
sona cada dos dias (1/a). En cuanto a la duracién media de la infeccién 1/b,
ésta es de 4 dfas. La reproductividad % es, en este caso tan sencillo, el ni-
mero medio de casos secundarios que un individuo infectado provoca al prin-
cipio de la epidemia, es decir, el producto a x (1/b). Asi,

a

%0:57

resultando %, = 2.

7e07 A
6e07:
5e07 A
4e07 4
3e07 A
2e07 4

1e07 4

t

0e00 T T T T T T T ]
0 20 40 60 80 100 120 140 160

Figura 1.2: Una simulacién del modelo S-I-R con el tiempo ¢ en dias en abscisas.

A = a— b es la tasa de crecimiento de la epidemia en sus inicios ya que
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se tiene entonces S(1) ~® Ny

dl
i (a—b)L

Por tanto, los nimeros I(¢) y R(r) crecen inicialmente como e*’. La tasa 4
puede estimarse a partir de datos epidemiolégicos, por ejemplo, trazando los
datos en escala logaritmica y midiendo la pendiente. Si se conoce la duracién
media de la infeccién 1/b, ya sea por tratarse de una enfermedad previamente
registrada o, en el caso de una nueva enfermedad, por la observacién minu-
ciosa de una serie de casos cuya fecha de contagio se haya podido identificar,
se podrd deducir la tasa de contacto efectiva a = A + b y la reproductividad

Ho=a/b=1+1/b.
Observacion 1.1. Las proporciones

s(t) =S()/N, i() =1(x)/N, r(t) =R(t)/N
son soluciones del sistema

d di d
d—::—asi, d—;:asi—bi, —r:bh

con s(0) = 1—1p/N, i(0) = Iy/N, r(0) = 0. Esto muestra, por ejemplo, que
algunas propiedades del modelo, como el momento del pico epidémico, de-
penden de los pardmetros Iy y N solo a través de la relacién Io/N.

1.2 Tamaiio final de la epidemia

Proposicion 1.1. El sistema (1.1)-(1.4) tiene una solucion iinica definida pa-
ra todo t > 0. Ademds, S(t) > 0, I() > 0 y R(¢) > 0 para todo t > 0.

Demostracion. El teorema de Cauchy-Lipschitz [53| teorema 16.5.5] asegura
la existencia y unicidad de la solucién del sistema (I.1)-(T.4) en un intervalo
méximo [0; T[. Segun la ecuacién (1.1)), tenemos para todo 0 <7 < T,

S(t) =S(0)exp (; /OII(u) du> >0,

ya que S(0) > 0. Como la ecuacién (1.2)) se escribe

dl
— = N-b)1
dt (as/ )?



también tenemos
a t
I(1) = 1(0) exp (/ S(u)du —bt) >0,
N Jo
pues I(0) > 0. Finalmente

1
R(1) = b/ T(u)du > 0
0
para 0 <t < T. Ademds

d
—(S+I+R)=0
S(S+HIHR) =0,

asi que
S(t)+1(z) +R(¢) =S(0)+1(0) +R(0) =N

0<S(t) <N, 0<I(f)<N, O0<R(r)<N

paratodo 0 < ¢ < T. Como las soluciones permanecen acotadas en el intervalo
méximo [0; T[, se deduce que T = oo [[16] corolario 3.34]. El sistema (1.1))-
(T.4) tiene por tanto una solucién tnica definida para todo 7 > 0. O

Se denota por log(+) al logaritmo neperiano.

Proposicion 1.2. La funcion S(t) es estrictamente decreciente y converge a
un limite Sw. La funcion R(t) es estrictamente creciente y converge a un limite
Re. La funcion 1(t) tiende a O cuando t — oo, Tenemos

Seo +Ree = N.

Se denota

xp =S(0)/N.
El tamaiio final de la epidemia verifica que
Xeo = See /N
es la tinica solucion en el intervalo |0; 1] de la ecuacion

b

o) %1 —x+Zlog > =0. (1.5)
a ~x

Si a > b, entonces esta solucion se encuentra en el subintervalo 10; b/al.
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Demostracion. Segin la proposicion[L.1} tenemos S(r) > 0y I(r) > 0. Por lo

tanto,
ds I
— =—aS <= <0.
dt N
La funcién S(¢) es por tanto estrictamente decreciente y acotada inferiormente

por 0. Converge a un limite S., cuando ¢ — +co. Del mismo modo,

dR
— =bI>0.
dt

La funcién R(#) es, pues, estrictamente creciente y estd acotada superiormente
por N. Converge a un limite R, cuando  — +oo. Con las ecuaciones (I.1I) y
(T.3)), observamos que

dR b bN dS

dr 0 aSdt’
Asi que
bN . S(r)
R(t) = ——1log—=. 1.6
() < °2500) (1.6)

En el limite, se deduce que S >0y

bN Seo
Ro=—1og——.
a %5(0)

Como I(r) = N —S(¢) —R(#), la funcién I(r) también converge a un limite I
cuando t — +oo. Pero si tuviéramos L., > 0, se llegaria a

!
R(1) = b /0 () du — +oo
lo cual es imposible ya que R(7) < N. Por lo tanto, I, =0 y Se + Rw = N.
Asi,

bN S,
Sw=N—-R.=N+""log .
T %500

Esta ecuacion determina S, y, por tanto, también el tamafio final de la epide-
mia R.,. Dividiendo por N, obtenemos, con la definicién (T.5) de la funcién
¢(x). que

O(x0) =0, 0<xeo<1.

Se tiene ahora que



Distingamos dos casos. Supongamos primero que a < b. Entonces ¢’(x) >
0 en el intervalo ]0; 1[. La funcién ¢(x) es estrictamente creciente en este
intervalo. Ademds, ¢ (x) — —cosix — 01y

o(1) = élogl >0
a X0
ya que 0 < xp < 1. Por lo tanto, existe un unico x* € ]0; 1] tal que ¢ (x*) = 0.
De manera que x. = x*.
Ahora supongamos que a > b. Entonces ¢'(x) > 0si 0 <x < b/a, y
¢’(x) <0sib/a<x<1.Lafuncién ¢ es estrictamente creciente en el inter-
valo ]0; b/a| y estrictamente decreciente en el intervalo |b/a; 1]. Tenemos

b b b b b b
¢(b/a) = 1—7—|—710g£ >1——+-log-.
a a ° xo a a “a
Haciendo

x(x) =1—x+xlogx,

tenemos x'(x) =logx < 0six €]0; 1]y x(1) = 0. Por lo tanto x(x) > 0 si
x€10;1[. Y asi ¢(b/a) > x(b/a) > 0. Como, ademds, seguimos teniendo
O (x) — —oosix— 0T y ¢(1) > 0, se deduce que existe un tGnico x* € ]0; 1]
tal que ¢ (x*) = 0. Se tiene también que x* € ]0; b/a[ y x.. = x*. O

Observacion 1.2. La ecuacién (I.3)) también se escribe como

a

S(1-),

x:xoexp<

oconz=1—ux,
a
1—z=xpex (—fz).
0 €Xp b
Si a > b, entonces

Zw =Re/N>1—b/a.

Observacion 1.3. La solucién x., depende de los pardmetros a y b solo a
través de la relacion adimensional %y = a/b. Derivando la ecuacién (1.5)),
encontramos

dxe. 1 ) Xoo n 1 dx. 0
- ——log— 4+ —-—7=0.
d%o (%0)2 £ X0 ﬁoxm d%()
Asi que
Xoo
dxe. log o < 0.

d:@o - %0(1/)600 —e@o)
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Como Zeo = Reo/N = 1 — xo, vemos que la fraccién final que ha sufrido la
infeccion es una funcidn estrictamente creciente de %,. Cuanto mayor sea la
reproductividad %, mayor serd el tamaiio final de la epidemia R..

Proposicion 1.3. Si a < b, entonces

Iy
R < ——
l—a/b

¥ R /N — 0 cuando Iy/N — 0.
Demostracién. Como S(¢)/N < 1, tenemos de la ecuacién (1.2)

dl
— < (a—b)I<O.
dt (a=b)I<

Asi que I(r) <I(0)el* P y

b1(0)
b—a’

o0
Rm:b/ T(u) du < O
0

Observacion 1.4. Supongamos que Ip < N. Sia < b, de la proposicion ante-
rior se deduce que z. = R../N ~ 0. Si @ > b, entonces de la observacién
con xo ~ 1 se obtiene

a
1 —ze ~ eXp (—Ezoo>

Y Zw # 0. La figura ilustra estas férmulas mostrando cémo z., varia en
funcién de Zy = a/b. Si %y < 1, no hay epidemia como tal. Si %y > 1y
P ~ 1, entonces un desarrollo limitado de la exponencial da

(%0 70)*

1—Zew~1—%yze+ > ,

Zeo &2 (%o — 1). 1.7
Por ejemplo, una reproductividad %y = 1,05 conduce a un tamafio final de la
epidemia R.. /N cercano al 10% (mds precisamente 9,4 %).
1.3 Pico epidémico

Hemos visto en la demostracién de la proposicién [1.3|que la funcién 1(z)
es decreciente si a < b. En este caso, no hay un pico epidémico y el tamafio
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250
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0.21
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Figura 1.3: La fraccién final de la poblacion afectada por la epidemia, zeo = Roo /N, €n
funcién de la reproductividad %Zy = a/b cuando Iy < N.

final de la epidemia es muy pequefio frente a la poblacién total N si la condi-
ci6n inicial I(0) es a su vez muy pequefia frente a N, lo que suele ocurrir en
la préctica.
En esta seccién, nos limitamos al caso en que a > b o, mds exactamente,
al caso en que
a(l1—TIy/N) > b,

que es casi el mismo si I[j/N < 1. Sefialemos de paso que

I
By = =

LY
b~ T—Tp/N

Tenemos asi
dl

dt

La funcién S(¢) es estrictamente decreciente. Disminuye de

(0) = [a (1 —Io/N) —b]Ip > 0.

S(0)=N—Iy=N(1-1Iy/N) >Nb/a

a S. en el intervalo [0; +oo[. Como, segin la proposicion Se < Nb/a,
entonces existe un tnico 7 > 0 tal que

S(1) = Nb/a.
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Como
dl

— =(aS/N—->b)I 1.8
o = (@SN =) (18
e I(r) > 0 para todo ¢ > 0, se tiene que dl/dr > 0y, por tanto, que la fun-
cién I(r) es estrictamente creciente en el intervalo ]0; t[. También se tiene
que dI/dt < 0y la funcién I(¢) es estrictamente decreciente en el intervalo
]t ; +oo[. Llamamos 7 al pico epidémico:

1(7) = méxI(r).

La altura del pico se determina fécilmente. En efecto, con la relacién (1.6)),
tenemos

Nb o) = Nblo S(7)
a - a gS(O)’

N=S(7)+I(7) +R(7).

El resultado es

I(7) S(t) R(7) b b N b
~N TN N T °g< )

Si ademds %, =~ 1, entonces un desarrollo limitado al orden 2 del logaritmo

da
I(t) , 1+ -D-(-1)2  (%-1)?

T
N Zo 2

1.3.1 Fecha del pico epidémico

La fecha del pico es mads dificil de estudiar. Con la relacién @

%f — —a%(N—S —R) = —a% (N—S+ I\;blog[s(t)/S(O)D :

Como S(¢) es estrictamente mondtona, tenemos

rd Nb/a ds
T= t= .
/o /s(o) —ay (N—S+%21og[S/S(0)])
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Denotemos s = S/N. Entonces

T_I/I_INO ds
Calr o s(1—s+Llogls/(1-1o/N)])’

(1.9)

Se va a estudiar el comportamiento asintético de esta férmula cuando N —
+oco mientras todos los demds pardmetros son fijos, incluyendo I.

Proposicion 1.4. Si N — +oo, entonces la fecha del pico epidémico viene
dada por la férmula

1 N b a logf —14e“+u
T= log — +1 1——)log- —d 1
a—b{OgIoJrogK a> Ogb}+/o u(lfe—“fgu) uptoll).

que es de la forma

e 1
T a—b

N
{log1+f(<%’o)}+o(1) (1.10)
0
donde #y = a/b > 1y f es la funcién definida por esta formula.
Demostracion. Denotamos
b
e =——log(l —1Ip/N).
a

Tenemos € > 0. Entonces T = 7] + 7> con

Ll
171/ ¢ 1 1 ds
"a e 1+87s+§logs 87(172)10gs s’

a

. _l/“w ds
T b s[le—(1-2)logs]

Reduciendo al mismo denominador,

1 / -3 —1+s—Ilogs ds
b

Tl:;‘a [8—(1—§)logs](l—l—s—s—i—glogs)?.

Tenemos
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cuando N — +-co. Observemos que la integral que interviene cuando pasamos
formalmente al limite N — +oo

1 —1+s—logs ds
=

logs) (1—s+ Z logs) s
es a priori una integral generalizada en s = 1. Pero la funcién integrada se

extiende por continuidad porque

s—1)2
logs:s—l—%—i-o((s—l)z)

en un entorno de s = 1, de modo que

—1+s—logs . 1
—(logs) (1—s+2logs)s s»1  2(1—b/a)’

En particular, esta integral es convergente. Para b/a < s < 1, sea

(s) = —1+s—logs
v —(a—b)(logs) (1 —s+2logs)s’
1 —1+s—logs
U (s) = -

a [e—(1—2)logs] (14+€—s+Llogs)s

Se tiene: 0 < Wn(s) < y(s) y yn(s) = y(s) cuando N — +e0. Como

ﬁ; y(s)ds

es una integral convergente, el teorema de convergencia dominada [53| Teo-
rema 10.1.34] muestra que

/Ql ynN(s)ds — /Ql y(s)ds.

N—eo J

Ademas,

/
B3
=
QL
©
IN
»\_
=
QU
©
o

Asi que

I,IQ 1 1 1
1= [, wds= [, wods— [ w(s)ds = [ visds,
a a N a

N—eo J
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—1 —1 d
/ +s Ogbs s+0(]), N = oo,
a—b (logs) (1—s+ 2logs) s

Con el cambio de variable s = e™*

)

log ¢ —1 u
/ ’ te +hu du+o(1).
T a—b l—e u au)

Ademés, la integral 7, se calcula explicitamente:

1 llog{e —(1-1) logs}‘| -3

Ty = — b
a -(1-2) b
1 b b I
= {log{ <1—>10g }—log{—log<l—l\?>}]
B log {y +log [(1—2)log ¢] o)
N a—b o
Sumando los dos resultados, obtenemos la férmula de la proposicién. 0

La figura muestra lo bien que esta férmula aproxima la fecha del pi-
co epidémico. Para el célculo numérico de las integrales hemos utilizado el
programa informadtico gratuito Scilab. El pardmetro b se eligié para que el
periodo infeccioso durara una media de 1/b = 4 dias.

Observacion 1.5. La formula (I.I0) no cambia si partimos de la condicién
inicial

S(0)=N—i—r, 1(0)=i, R(0)=r,
coni>0,r>0,i+r<Nya(l— HWV) > b. En efecto, haciendo

N=N-r=N(1-r/N), R(@t)=R(t)—r, a=aN/N=a(l—r/N),
llegamos a

ds
D __as

dl I dR
dt N

5 E:as _bI, E:bl,

y 2| —

S(0)=N—i, I(0)=i, R(0)=0,

que nos devuelve al caso tratado anteriormente. As{ que

1 N -
== {logi +f(a/b)}+0(1), N — +oo.
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Figura 1.4: La fecha 7 del pico epidémico en el modelo S-I-R, en dias desde el inicio
de la epidemia, en funcién de logN segin la férmula exacta (I.9) [lineas sélidas] y
segln la férmula aproximada [circulos pequefios]. Valores de los pardmetros:
Ip=1,b=1/4pordia, Zy=a/bc {1,5;2;3}.

Pero como N — +oo es equivalente a N — oo, logN = logN + O(1/N) y
a=a+0(1/N), llegamos a

1

= {logl;I +f(a/b)} +o(l), N — +oo.

1.3.2 Estudio de la funcion f (%)

La figura[1.5| muestra cémo la funcién (%) de la proposicién[1.4] varfa
en funcién de % :

= la funcién f(Z) parece ser creciente; lo que no es obvio, incluso cal-
culando la derivada;

» setiene: f(%p) = 0 para Zp ~ 2,1.

= para valores de %y no muy cercanos a 1, digamos entre 1,5 y 10 que es
un rango razonable para un gran nimero de enfermedades infecciosas,
el término f (%) parece bastante pequefio comparado con el primer
término log(N/Ip) de la férmula (1.10). Con Iy = 1 y, por ejemplo, una
poblacién N = 10%, tenemos log(N/Ip) =~ 11,5.
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Figura 1.5: f(%) en funcion de %, [linea sélida] y la aproximacién (1.11) en el
entorno de % = 1 [linea discontinual].

Proposicion 1.5.

1 (%) :1og[2(%07 1)2] Yo(l), Bo—17. (1.11)
Demostracion. Cuando Zy — 11, log%y = (%o —1)(1+0(1))y
log [(1_;@0) log%’()] — log [(%o — 1)%] +o(1) = 2log(%o — 1)+ o(1).

Enel entornode u =07,

—14+e ™ +u u? /2 +o0(u?)
u(l—e " —u/%y) u(u—u2/2+o0(u?)—u/%)
140(1)

" 2(1—1/%) —uto(u)’
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También se tiene
log Z du log Z,
/0 20— 1/%)—u [—1og{2(1 N 1/‘%)_”}}0

2(1—1/%y) —log %o

2(1—1/%)
B log Zo
m e [1 20— 1/%)]
—>+—10g(1/2) =log2

Ry—1

= —log

Asi, llamando

_ —l+e™+u B 1
SW) = e w20 =170 —n

, queda por demostrar

log Zo
/0 C(w)du —s 0.

Ro—1 +
Reduciendo al mismo denominador, observamos que

B e —1+u—u?/2
C(u)_(1_1/%0)u(l—67“—14/%0)(1_1/‘%0_“/2) ’

Segtin la férmula de Taylor-Lagrange, para todo u > 0, existe 6 € ]0; 1], tal
que

2 3
u u
L €“o % —6u
e u+ ) 6e
Asf que para todo u > 0,
2 3
u u
T qu— | <
€ +u ) 3
2 3
1—e*“—u/%o:u—%+%e*9”—u/%’o

2
>u—%—u/%0:u(l—l/§£’0—u/2).

Observamos que para 0 < u < log %,

171/%{)7u/2> 171/%07(10g.@0)/2 ~ (%()*1)/2>0.
Ro—11
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Para % cerca de 1, tenemos 1 — 1/%y — (log %) /2 > 0. Asi,

log Z¢ 1— 1/%0 log %o 1
b e S b 6
_ 1—-1/%, (log %)?
~ 1/ (g d) 12
Yo — 1

1.3.3 Observacion

La fecha del pico no es una funcién monétona decreciente de la tasa de
contacto efectiva a, como podria pensarse. La figura[I.6]lo ilustra con algunos
ejemplos numéricos.

1004
80+

60+

N = 10000

0 T T T T T T T T T ]
1 111213141516 171819 2

Figura 1.6: La fecha del pico epidémico segin la férmula exacta (1.9) en funcién de
la tasa de contacto efectiva a paraa > b/(1 — IN”) silop =1y N € {100; 1000; 10000}.
Se ha elegido la unidad de tiempo para que b = 1.

Para entender esta cifra sin ser completamente rigurosos, supongamos que
N es grande y %, cercano a 1 pero con N(%, — 1)? no demasiado pequefio.
Combinando las férmulas aproximadas (I.10) y (T.TT), llegamos a

log [%2(41/% 1)2]
T~ a b .
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Asi que

gt 2-log [%Z(a/bf 1)2]

da (a—b)?
Observamos que % ~0si
a I()
—=~1 —
p S eV

donde e es la base de los logaritmos neperianos. Con este valor de a, llamé-
moslo a*, el valor correspondiente del maximo de 7 es

.o 2 _2 [N
X b beV Iy

Por tanto, la fecha del pico epidémico no es siempre una funcién decrecien-
te de la tasa de contacto, sino que esto solo se observa para valores de %
cercanos a 1.

1.4 Aproximacion cuando la reproductividad es cercana a 1

Consideremos de nuevo el caso en el que Zp = a/b ~ 1 con %, > 1. Su-
pongamos que la condicién inicial Iy/N es pequefia. Segtin la aproximacién
, el tamafio final de la epidemia R./N también es pequefio. Como la
funcién R(¢) es creciente, significa que la funcién R(¢) /N permanece peque-
fia para todo 7 > 0. De la ecuacién obtenemos que

S(t) = S(0) e RO/ (Nb),
Asi que

dR

AR I B(N—S_R)=b[N_S(0)eR/Nb) _
- =bI=b(N-S—R) b[N S(0)e R}.

El desarrollo limitado de orden 2 de la exponencial e ™ = 1 —x+x?/2 + 0(x?)
nos lleva a
dR aR  a’R?
—~bN-S00)|1-—+-———= ) —R]|.
dt { ( )( Nb+2N2b2> }
Como S(0) =N —1I,

dR aS(0) S(0)a® ,
2= ~bl —b )R- R%. 1.12
a =P °+( N b) 2bN2 (1.12)
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Recordemos que cosh(-) y tanh(+) denotan el coseno hiperbélico y la tangente
hiperbdlica.

Lema 1.1. Sea o <0, B >0y v > 0. Denotamos

=p>— 2 rgtan B
A=pB"—4ay, T—\/Kagtah<\/g).

Entonces la solucion de la ecuacion de Riccati

dR
— =aR*+BR
” +BR+Y

con la condicion inicial R(0) = 0 es

~ —B— VA tanh (\/K(t—f)/Z)

20

3

R(7)

de modo que
dR —A/(4a)

dt osh? (\/Z(t - T)/Z) .
Demostracion. Las hipétesis implican A > 0. Denotamos

_—B+VA

20

Ry , R() =R_+r(t).

Asi que
dr _dR _
dt  dt
=aR 2+BR_+y+(B+2aR )r+ar’
=(B+2aR_)r+ar

aR_+r2+BR_+r)+y

= VAr+ar

Sea § =+/Ay p = 1/r. Tenemos

dl_ ldr 6

& Ra Ty eToP-a

Esto lleva a
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Volviendo a las variables r(f) y R(¢) y teniendo en cuenta que R(0) = 0,
obtenemos

1
edt

R(t)=R_+ "
—+ 5 (1=¢¥)

Sustituyendo R_ por su expresion, llegamos a

p-5  §a
R(r) = 2a + 1—&-%65’.

Ahora una férmula de trigonometria hiperbdlica [S3), section 8.5.3] nos da

T:% argtanh (g) = élog(ijgﬁg) = %log (gi—g)

_B-5, 5/a
RO="2a T 1vese

__ B (2

- 2a 2« 14e0-7)
B 8§ &7 B 8

- P2 f T P9 unn[st—1)/2.
200 20 e9(-7) 1 2a 2« tanh [§(s — 7)/2]

La derivada de R(7) se deduce inmediatamente. O

Volvamos a la ecuacion aproximada (T.12). Tenemos

B S(0)a? ~aS(0) _
a=—"15 <0, B= N >0, =0l >0
Asi que
1dR N [N/S(0)](A/a?)
I(t)=-—r~— )
bdt 2 cosh2 (\/K (t—T)/Z)
con
aS(0) 2 S(0)1(0) 2 SO —p
A: <Nb> +2QZT7 T= ﬁ argtanh NT :

Notese que esta aproximacién de I(¢) es una curva de campana simétrica con
un maximo en ¢ = 7, lo que justifica a posteriori la notacién del lema |l.1
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Kermack y McKendrick obtuvieron esta aproximacién en 1927 [10, capitulo
18].
Supongamos més precisamente que Zy =a/b=~1, %) > 1y

To/N < (%o —1)%.

Como también tenemos Iy /N < % — 1, encontramos

2

a a
=———(1-I)/N)~ ——
o ZbN( 0/ ) N’
_ /N Y
B=(a b)(l 1b/a>Na b,
A= [a(1—1p/N) —b)* +2a*(Iy/N)(1 —Io/N)
~ (a—b)?+2ab(Iy/N)
~ (a—b)?
Asi que
1dR N (a/b—1)?
{t)=-—~ — . 1.13
) b dt 2 cosh’[(a—b)(r—1)/2] (1)
Llegamos de nuevo, como en la seccién[I.3] a
I(7)/N ~ (%o —1)%/2.
Ademas,
Ip/N
B = Io/N Io/N
tanh (VAT/2 )| = =~ — - — =~ 1—ab ~l—-—.
anh (VA</2) VA Trap TVl b2 T lafp -1

De lo que se deduce que la tangente hiperbélica estd proxima a 1, por lo que
tanh (\/K’L’/Z) ~1—2e VAT,

Asi,
1

2N
~ log ( = (a/b—1)*].
e Lo (3 0/ 1)

Esta es la misma expresién que la de la seccién[1.3.3] como debe ser.




Capitulo 2
Modelo S-E-I-R

Estudiamos una epidemia modelizada por un sistema diferen-
cial de tipo S-E-I-R. Cuando la poblacion N es grande, conje-
turamos que el pico epidémico se produce en el momento T con
T ~ (logN) /A, donde Ay es el mayor autovalor del sistema li-
nealizado.

2.1 Ecuaciones

El modelo S-E-I-R incluye una fase latente antes de que los individuos
infectados se vuelvan infecciosos. Sea E el nimero de personas en la fase
latente (E por «expuesto»). Teniendo en cuenta lo visto en el capitulo[I] esto
se traduce en

‘;—f - —aS % 2.1)
% :aS%—cE, (2.2)
=kl 23)
dR

=0l 2.4)

donde los pardmetros a y b son los mismos que para el modelo S-I-R del
capitulo[I]y donde el pardmetro c es la tasa a la que las personas infectadas
en la fase latente se vuelven infecciosas (¢ > 0). Las condiciones iniciales son

S(0)=N—-ng—n;, E0)=ng>0, 1(0)=n >0, R(0)=0, (2.5

conng 20,1 20y 0 <ng+n <N.
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Al principio de una epidemia, una persona que acaba de ser infectada
todavia infectard por término medio %, casos secundarios antes de entrar en
el compartimento R, con

t%0 = b7
a pesar de la fase de latencia. El nimero inicial de personas infectadas ng + ny
suele ser muy pequefio en comparacion con la poblacion total N. Por lo tanto,
al principio de una epidemia, tenemos S(¢) ~ N, por lo que

dE dl

— ~al—cE, —~cE-bL

dt Todt
Las funciones E(r) e I(¢) aumentan o disminuyen como e*+!, donde A, es el
mayor autovalor de la matriz

—c a
M= ( e —b ) . (2.6)
Proposicion 2.1. El sistema (2.1)-(2.4) tiene una solucion iinica definida pa-

ra todo t > 0. Ademds, S(t) > 0, E(t) > 0, I(r) > 0 y R(t) > 0 para todo
t>0.

Demostracion. Como en el modelo S-I-R, el teorema de Cauchy-Lipschitz
asegura la existencia y unicidad de una solucién del sistema (2.1)-(2.4) con
condiciones iniciales (2.5 en un intervalo méximo [0; T[. También tenemos

S(t) = S(0)exp (;/Otl(u)du> >0

para todo 0 < 7 < T. Haciendo
X(t) = ( 115((;)) ) E(r) = ( N aS(jZ/N )

dX

ar
En lo que sigue, las desigualdades < y > entre vectores o entre matrices
significardn que se da esta misma desigualdad componente a componente.
Tenemos X(0) > 0 y X(0) # 0 ya que ng + n; > 0. Dado que los términos
no diagonales de la matriz F(¢) son positivos, se aplica la proposici(’)n del
apéndice incluido al final del capitulo: para cualquier r € |0; T[, E(z) >0 e
I(¢) > 0. Como

se tiene
F(r) X(¢).

R(1) = b /O ") du,
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también tenemos R(7) > 0 para todo ¢ € |0; T[. De %(S +E+I+R) =0,
obtenemos

S(r)+E(¢) +1(r) + R(r) = S(0) +E(0) +1(0) + R(0) =N 2.7

yO0<S(#) <N, 0<E(t) <N, 0<I(z) <N, 0<R(t) <Nparatodo 0 <7 <
T. Y asi se deduce, como en la prueba de la proposicion[I.T} que T = +oo : el
sistema tiene efectivamente una solucién tnica definida para todot > 0. [

Proposicion 2.2. La funcion S(t) es estrictamente decreciente y converge a
un limite S que es el mismo que el de la proposicio’n La funcion R(t) es
estrictamente creciente y converge a un limite Re con Se + Re = N. Ademds,
E(r) = 0y I(¢) = 0 cuando t — oo

Demostracion. Como en el modelo S-I-R, tenemos

ds I

— =—aS—<0.

dt N

La funcién S(z) es, por tanto, estrictamente decreciente y acotada inferior-

mente por 0. Converge a un limite S., cuando ¢ — +-co. Del mismo modo,
dR

— =bI>0.
dt =

La funcién R(¢) es, pues, estrictamente creciente y acotada superiormente por
N. Converge a un limite R, cuando t — +eo. Tenemos

d
—(I+R)=cE > 0.
dt(Jr) cE >

Entonces la funcién I(¢) + R(¢) es creciente y acotada superiormente por N.
Converge a un limite. Asi que I(¢) también converge a un limite I.. Y como

b/otl(u)du “R(H) <N,

llegamos a que L. = 0. La funcién E(r) = N — S(¢) — I(r) — R(¢) también
converge a un limite E... Y de nuevo

¢ /0 "E(u)du = 1(t) + R(t) —1(0) <N,

implica que E., = 0. Con la ecuacién (2.7), obtenemos en el limite Se. +Ro =

N. De las ecuaciones 1) y 2-4),

dR  bNdS

dt ~ aS dt’
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Como en el modelo S-I-R, tenemos

DN S(1)

R(t) =
El tamafio final de la epidemia R.. sigue viniendo dado por la proposicién[1.2]
O

2.2 Pico epidémico
Aclaremos la definicion de pico epidémico que vamos a adoptar. Tenemos

C(B+1) = (aS/N =D)L (2.9)

Supongamos que
S(0)/N=1—(ng+n1)/N>b/a.

Si a > b, esta desigualdad es verdadera en cuanto N es suficientemente gran-
de. Tenemos I(¢) > 0 para todo ¢ > 0. La funcién S() es estrictamente de-
creciente y disminuye desde S(0) > Nb/a hasta S.. en el intervalo [0; +-oo],
con S.. < Nb/a de acuerdo con la proposicién Entonces existe un tnico
T >0 tal que

S(t) =Nb/a.

Segtin la ecuacion (2.9), la funcién E(r) +1() es estrictamente creciente en el
intervalo [0; 7] y estrictamente decreciente en el intervalo [T; +-o[. Llamamos
7 al pico epidémico. En general, no corresponde ni al méximo de I(¢) ni al de
E(z).
Segiin la ecuacién (2.8), también tenemos
bN S(7)

E(7)+1(7r) =N-S(1) —R(7) :N—S(T)Jr?logw.

Como S(1) =Nb/a, llegamos a

b Do NP ) : (2.10)

E(7)+1(7) —N(1a+alogas(0)

que nos da la altura del pico epidémico.
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Lema 2.1. Sea M una matriz cuadrada de orden 2 con coeficientes reales.
Supongamos que los dos autovalores A1 y Ay de esta matriz son distintos.

Entonces

Lieh — e et —eh
M) = M
exp(M) - I+ W

donde ¥ es la matriz identidad de orden 2.

(A0
o= (4 2).

Segtin el teorema de Cayley-Hamilton [53} teorema 3.2.7], la matriz D? vy,
por tanto, también las potencias superiores de D pueden escribirse como una
combinacion lineal de la matriz identidad .# y la matriz D. De lo que se
deduce que esto también ocurre con exp(D). Busquemos nimeros x e y tales
que exp(D) = x.# 4+ yD. Esto lleva al sistema

Demostracion. Sea

M =xtyd, e =x+yl,
cuya solucidn es

Aet — deh et —eh

pYEEy PR T
Como existe una matriz invertible P tal que M = P~!DP, se tiene
+oo M”
expM) =Y — =P lexpD)P=P ! (x# +yD)P=x.7 +yM. O

|
n—o

La siguiente proposicién nos da una cota inferior para la fecha del pico
epidémico.

Proposicion 2.3. Existe una constante K € R, que depende de a, b, ¢, ng y ny
(pero no de N), tal que

> logN
A

donde Ay es el mayor autovalor de la matriz M (@)

+K,

Demostracion. Como S/N < 1, tenemos

dE dl
— << —cE+al, — =cE-blL
dt chta dt ¢
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Recordemos que las desigualdades < y > entre vectores o entre matrices
significan que hay desigualdad componentes a componente. Tenemos
dX day

7<MX(t)7 E*

- MY(), X(0)=Y(0).

Los términos no diagonales de la matriz M son positivos. Segin el corola-
rio2.1]del apéndice, X(¢) < Y(t) para todo ¢t > 0, es decir

()= ()

De acuerdo con el lema 2.1] la matriz exponencial exp(r M) se calcula expli-
citamente con los autovalores de la matriz M, que son

_ —b—cE\/(b—c)?+4ac

A
* 2
El resultado es
il peht bee  ehil_eht a(er+!—er-1)
2 \/(hfc)2+4ac 2 (b—c)?+4ac
oM _
c(ebr’fe’l*’) el peht c—b oAt _ohot
(b—c)2+4ac 2 \/(bfc)2+4ac 2
para todo ¢t > 0. Asi deducimos
E(r)+1(t) < (1 1)e™ ( ’;E )
1
el+r+el,r b+c e7L+T_eA—T
< + nE
2 (b—c)?+4dac 2
N eer_'_e)L,rJr 2a+c—b eer_el,r
ny
2 (b—c)*+4ac 2

Y como A_ < A4, existe una constante k > 0, que depende de a, b, ¢, ng y ny
(pero no de N), tal que
E(7)+1(7) < ket
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Pero la ecuacién (2.10) para la altura del pico epidémico, teniendo en cuenta
que S(0)/N < 1, muestra que

b b
N (1 ——+- 10g(b/a)> <E(T) +1(1) < keM7.
a a
Lo que nos lleva a la cota inferior del enunciado, con
1 b b
K= T {log (1 - + alog(b/a)) - logk} . O

Este limite inferior sugiere la conjetura

logN

T
A

N — +oo,

Como ejemplo, hemos elegido ¢ = 1/3 por dia, b = 1 /4 por dia, ng = 1, nj =
0, y tres valores de la tasa de contacto efectiva a para que a/b € {1,5; 2 ; 3}.
Un periodo infeccioso que dura una media de 4 dias sigue a una fase latente
que dura una media de 3 dias. Hemos tomado varios valores para la pobla-
cién total N entre 10? y 10%. Resuelto el sistema S-E-I-R con el software
libre Scilab y localizado el pico T que corresponde al méximo de E+1, la
figura2.Tjmuestra como 7 varia en funcién de log N. También hemos trazado
(logN)/A+. Las pendientes parecen coincidir, lo que ocurrirfa si la conje-
tura fuera cierta. La figura también sugiere que el siguiente término en la
expansion asintética de 7 sigue siendo una constante, que es negativa cuando
Ho = a/besté cercade 1y que se vuelve positiva cuando % aumenta. Parece
dificil determinar esta constante en funcion de los pardmetros del modelo.

2.3 Apéndice: Sistemas diferenciales lineales cooperativos

Las desigualdades < y > entre vectores significan que hay desigualdad
para todos los componentes respectivos.

Proposicion 2.4. Sea m > 2 un niimero entero, J un intervalo de R, M : ] —
R™ ™ yna funcion continua tal que

Vl#]? Vte‘]v Mi,j(t)>07
v G : J — R™ una funcion continua tal que

Viel, G(t)>0.
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Figura 2.1: La fecha 7 del pico epidémico del modelo S-E-I-R en funcién de logN de
las simulaciones numéricas [lineas sélidas] y (logN) /A [circulos pequefios].

Seaty €Jy Xy eR™ tal que Xog = 0. Sea X : J — R™ la solucion del sistema
diferencial lineal

X MOX+G(r)

Viel
E’dt

con X(to) = Xo. Entonces X(t) > 0 para todot € J con t > to.

Demostracion. Recordemos que la solucién X(7) = (X;(¢),...,X,(t)) estd
bien definida para cualquier ¢ € J [16) teorema 2.3]. Supongamos primero
que todas las componentes de la condicién inicial Xy son positivas. Las com-
ponentes de la solucién X(#) permanecen todas positivas al menos durante un
pequefio intervalo de tiempo que contiene #y. Razonemos por reduccién a lo
absurdo. Supongamos que el conjunto

E={tel|t>1, 3, 1 <i<m, X;(t) =0}

es no vacio. Sea r, = inf&. Entonces ¢, > 1y y existe i tal que X;(t;.) = 0.
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Ademads, para 1l < j<my1t €lty; 4], X;(r) > 0. Por lo tanto, parat € Jtg; 4],

dX
dt

+§,M,/ 1) +Gi(t) = Mii(1)Xi(1),

% {exp <— tot Mi,i(s)ds> Xi(f)] >0,
exp (— t:Mi,< )ds> (1) > Xilto).

Haciendo que ¢ tienda hacia 7., obtenemos 0 > X;(1), lo cual es imposible
ya que X;(fo) > 0. Asi que X;(r) > 0 para 1 < j <my paratodor € J tal que
t> 1.

Si solo tenemos Xy > 0, consideremos por ejemplo la sucesién de so-
luciones X (") (¢) del mismo sistema diferencial pero con la condicién inicial
XS") (to) = Xo,+1/n para 1 <i< m. A partir de lo anterior, X:W () > 0 para
todo i y todo t € JN]ty; +oo[. La continuidad de la solucién con respecto a la
condicién inicial [16, teorema 3.39] muestra que para cualquier i y cualquier
t €JN]|ty; Foof,

. (n)
X,(t)_ngTwX (t) = 0. O
Corolario 2.1. Sea m > 2 un niimero entero, J un intervalo de R, M : ] —
R™ ™ yna funcién continua tal que
Vi#j,veel, M(t) >0,

yH :J— R™ una funcion continua. Supongamos que X :J - R" e Y:J — R"
son funciones continuas 'y derivables tales que

dX dY

Viel], — <M(t)X(z)+H(z),

T SMOX()+H0),

vy X(t9) < Y(to). Entonces X(t) < Y(t) paratodot €J cont > ty

Demostracion. SeanZ(t) =Y (t) —X(t) y

>M(t)Y(¢r) +H(r)

G(r) = M()X(1) +H(r) - + % _M()Y () — H1).
Entonces, Z(ty) > 0, G(t) 20y
dZ _dY _dX _ \iz() + 6,

dt  drdr
De acuerdo con la proposicién[2.4] Z(r) > 0y por tanto X(¢) < Y(r) para todo
telJcont > 1. ]
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Definicion 2.1. Una matriz cuadrada M tal que M; ; > 0 para todo i, j se
dice que es irreducible si para todo i, j, existe un niimero entero p > 1 y una
sucesion ko, ki, ..., kp tal que ko =i, k,, = j, kg # ko1 paratodo 0 <L < p—1
y Mko,k| X Mlq,kz X e X Mkp—l-,kp > 0.

Proposicion 2.5. Asumiendo las hipdtesis de la proposicion suponga-

mos, ademds, que Xo # 0y que la matriz M(ty) es irreducible. Entonces
Xi(t) >O0paratodot €J cont >tyyparal <i<m.

Demostracion. Segin la proposicién 2.4] X(r) > 0 para cualquier 7 € J con
t > to. Tenemos para todo i y todo ¢ € J con t > to,

B M%) = ¥ M (0%, +Gi(1) > ¥ M (0X,(0)
di i#i i

Asi que

d !

7 {exp <— A Miy,'(u)du> X,»(t)} exp( / M; i (u du) JZ#MIJ

y
Xi(f) > exp ( ,: M,,,»(u)du) X;(0)

+J§i tot exp (/st M; i (u) du) M, j(s) X(s) ds.

Por hipétesis, existe jo tal que X, (fg) > 0. Por lo tanto,

f
Xy (t) > exp (/r My, jo (1) d”) Xj,(0) >0
0

paratodot € J tal que t > 1.

Sea i # jo. Como la matriz M(f) es irreducible, existe un niimero entero
p = 1y una sucesién ko, ki, ..., k, tal que ko = i, k, = jo, k¢ # kes1 para
todo 0 < €< p—1y My (fo) X My, i, (f0) X -+ X M, ,(f0) > 0. Cada
uno de los factores de este producto es positivo. Como la funcién ¢ — M(z)
es continua, existe € > 0 tal que para todos los ¢ € |ty ; fo + €[, M, «, (t) > 0,
Mkl,kz (I) >0, .., My p—1:kp (I) > 0. Asi que

Xk,,,l(f)// exp </ My, |k, (1 )du) Mg, \,jo(5) Xjy(s) ds >0

fo
para todo t € J con t > 5. Deducimos del mismo modo para cualquier ¢ €
Icon ¢ >tg que Xy, ,(t) >0, ..., Xg, () > 0y finalmente que Xy, (#) =
X,‘(t) > 0.
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La reproductividad

Para los modelos epidémicos con miiltiples compartimentos y un
entorno constante, la reproductividad X suele aparecer como el
radio espectral de la llamada matriz de la siguiente generacion.
Esta nocion también se extiende a los modelos estructurados por
el tiempo desde la infeccion (edad de infeccion).

3.1 Sistemas de ecuaciones diferenciales

Muchos modelos matematicos de epidemias tienen la forma de un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales, como en los capitulos [I]y
Al inicio de la epidemia, los individuos infectados, que pueden ser de m
tipos diferentes (m > 1), por ejemplo E e I en el modelo S-E-I-R, representan
una fraccién insignificante de la poblacién, de modo que se puede lineali-
zar el modelo para obtener un sistema lineal solo para los compartimentos
infectados. Este sistema suele ser de la forma

dl
—=(A—-B-C)I 3.1
= L G0
donde:
= el coeficiente I;(7) del vector I = (I,...,I,) representa el nimero de

personas infectadas del tipo k;

= ¢l coeficiente
Ai,j > 0

de la matriz de infeccién A corresponde a la tasa a la que una persona
infectada del tipo j produce nuevas personas infectadas del tipo i;
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= la matriz B es una matriz diagonal y
Bj;j=0
es la tasa a la que una persona infectada del tipo j deja de estarlo;
= ]la matriz de transferencia o transiciones C es tal que
Vi#j, —Cij=0

es la tasa a la que una persona infectada del tipo j se transforma en una
persona infectada del tipo i y

Cij=—YCij>0;
=y

= los autovalores de la matriz
D=B+C
son todos de parte real positiva.

Para cualquier matriz M, sea Sp(M) su espectro, es decir, el conjunto de
sus autovalores. Sea

p(M) = méx{[A|: & € Sp(M)}
su radio espectral. Sea
oc(M) =max{Re(1): 1 € Sp(M)}

su médulo de estabilidad.
El comportamiento asintético del sistema diferencial lineal (3.1)) depende
del espectro de la matriz
M=A-D.

La solucién I = 0 es asintSticamente estable si y solo si
ocM) <0

[16} teorema 6.13]. Por ejemplo, en ausencia de infeccion (A = 0), el sistema

se reduce a
)

i
Como o(—D) < 0, las soluciones de este tltimo sistema convergen a 0.

—DL
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Muy a menudo, los epidemiélogos prefieren utilizar como umbral un in-
dice distinto al médulo de estabilidad. Este indice es la reproductividad %,
que trataremos de explicar en el marco del modelo linealizado (3.1).

Supongamos que la poblacién infectada en el instante inicial # = O perte-
nece a la generacién 0. Sea I<”)(t) la poblacién infectada que pertenece a la
generacion n en el instante 7. Esta viene dada para todo £ > 0y todo 7 > 0 por

)
100) =100), == D10, (32)
(n+1)
171(0) = 0, dldt = AIW (1) = DI (7). (3.3)

Esta dltima ecuacidn significa que los individuos infectados que pertenecen a
la generacién n+ 1 fueron infectados por individuos de la generacién n.

Proposicion 3.1. Para todon >0y todot > 0,

t
170 (1) = / e P A1 (¢t —x) dx.
0

Demostracion. Con la ecuacién (3.3)), tenemos

% (P10 (1)) = e (DI (1) 4 ‘”Z:l)] — P AT (),
Como 1"*+1)(0) = 0, una integracién da
1D (1) = / T (9D A0 (5) s, O
J0
Sea || - || una norma matricial subordinada a una norma vectorial denotada

de la misma manera.

Proposicion 3.2. Existen oo > 0y B > 0 tales que para todo n > 0 y todo
=0,

tﬂ B
@l < @™ A" — e P 1))

Demostracion. Como o(—D) < 0, [16, lema 6.15] demuestra que existen
o >0y B > 0tales que para todo x > 0,

e < e .
Tenemos

1O @) = le=™1(0)]| < [le~™P| [[1(0)]| < ece P ||1(0) |
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y asf la desigualdad de la proposicién es verdadera para n = 0. Por induccién,
supongamos que es cierta hasta n — 1 con n > 1. Entonces

t
@) < [l ATV -0
JO

t
</O le™PIHAJ NI (¢ —x) | dx

t n—1
“Bx g A et %) —B(t—x)
<IN [ oe Pt A e [1(0)
t n—1
<o n+1 7ﬁt/ (t_x)
g 1"
= o [[A][" TP [1(0)]. 0

De esta proposicion se deduce que la serie

Z Q) (t)

n=0

es efectivamente convergente y que su suma I(¢) es solucién del sistema (3.1)
con condicién inicial 1(0).

Proposicion 3.3. Sean
K1) = A1 (1),
K(x) = Ae P,

Entonces, para todon > 0y todot > 0,

RO () = /O "K (o) A (¢ — x) d,

"o
[ ()] < "] A"! i Prino)

y hO () =K(1)1(0).

El vector A" (¢) es el vector de nuevas infecciones por unidad de tiempo
debidas a la generacién n en el tiempo ¢, es decir, la incidencia.

Demostracion. Tenemos

1
h(n+1)(t) — AI("H)(I) = A/ e D AIM (t—x)dx
0

t
= / Ae P n" (1 —x)dx.
0
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Por otro lado,
RO 1) = A1 (1) = Ae"P1(0). O

Los conceptos de matriz no negativa y vector no negativo se recuerdan en
el apéndice[3.3] Suponemos que I(0) > 0.

Proposicién 3.4. Para todo x > 0, las matrices e P, K(x) = Ae =P, D'y
AD™! son no negativas e

oo
/ e Pdx=D"".
Jo

Ademds, h™ (t) = 0paratodon>0ytodot > 0.
Demostracién. Sea x > 0y hagamos Q(x) = e *P. Entonces

dQ
I -DQ(x)

y Q(0) = . (la matriz identidad). Dado que —D; j = —C; ; > 0sii# j, la
proposicién aplicada a cada uno de los vectores candnicos muestra que
Q(x) > 0 para todo x > 0. Como A > 0, la matriz K(x) = AQ(x) también es

no negativa.
Al integrar, encontramos

Q) -~ Q(0) = Q) ~# =D [ "QO)dy.

Como o(—D) < 0, tenemos Q(x) — 0 cuando x — oo [16, lema 6.15]. Asi
que la integral es convergente e

40
J =D /0 Q(y)dy.
Como Q(x) > 0, tenemos
—+oo
D! :/ Q(x)dx > 0.
JO

La no negatividad del vector B (t) se deduce de la proposicién O

Proposicion 3.5. Sean
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Entonces para todo n > 0,
H(n) = 2"1(0).

El vector H(n) es el vector de incidencias debidas a la generacién n. La
matriz no negativa % se llama matriz de siguiente generacion.

Demostracién. Segin la proposicién
T
H(n+1) :/ R0 (1) de
0
foo gt
= / / K(x) i (t — x) dx dt
o Jo
Foo oo
= / / K(x)h") (1 — x) dt dx
0 X

= </0+ K(x)dx) (./(:wh(")(f)df) = H(n).

Ademas,

H(0) = /0 O () ar = 0+wK(t)I(O)dt=%I(O). 0

Definicion 3.1. La reproductividad % es el radio espectral de la matriz &

So=p(X)=p(AD™").

Proposicion 3.6. Supongamos que la matriz M = A —D es irreducible y que
A # 0. Entonces, la funcion r :]0; +oo[— R definida por

r(A) = 6(A/A —D)

es continua y estrictamente decreciente. Si %y > 0, entonces X es la vinica
solucion de la ecuacion r(A) = 0.

Demostracion. Existe k € R tal que la matriz —D + k.# es no negativa. En-
tonces la matriz A/A —D +k.# es no negativa para toda A > 0. Asi que

r(A)+k=0(A/A—D+k5) =p(A/A—D+k5)

(corolario @ La continuidad del radio espectral [64} teorema 3.16] implica
pues la de la funcién r(1).
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Sea 0 < A; < A,. Como la matriz A es no negativa, tenemos que A/A; >
A/2,. Por lo tanto, A/A; —D > A/A, — Dy asi, a partir de la proposicién
obtenemos (1) = r(A2).

La matriz A — D es irreducible. De esto se deduce que, para cualquier
A >0, la matriz A/A — D también lo es, ya que si i # j se tiene

Ai’j/ﬁ,—D,”j>0<:> [A,’J>OO —Dw‘ >O} <:>Ai7j—Di7j > 0.

De la proposicion[3.16] como A /4; — D es irreducible, sabemos que si r(A;) =
r(Ay) entonces A/A; —D = A/A; — D, lo cual es imposible al ser A # 0. Por
lo tanto (A1) > r(Ay).

Supongamos que % > 0. La matriz .# = AD~! es no negativa. La propo-
sici(’)n nos asegura la existencia de un vector u # 0 tal que AD™'u = Zou
yu > 0. Seav=D"lu. Entonces v# 0y Av = %ZyDv. Ademis, v > 0 ya
que D! >0y u> 0. Como % > 0, tenemos: (A/Z%y—D)v = 0. La matriz
A/Zo — D es irreducible. Entonces 6(A /%y — D) = 0 (proposicién [3.14).

O

Corolario 3.1. Supongamos que la matriz M = A — D es irreducible y que
o > 0. Entonces

6(A-D)<0& % =p(AD ) < 1,
6(A-D)=0& %=1,
( )>0<:><@0>1

Demostracion. Tenemos r(1) = 6(A—D) y r(%) = 0. La funcién r(1) es
estrictamente decreciente. Por lo tanto,

r(l) <0= r(%()) s1> %(),
r(l) ZOZF(%O) &1 2%07
r(1)>0=r(%) < 1< %. 0

Observacion 3.1. Sean H(n) = (Hy(n),...,Hy(n))y

\_/

Esta es la incidencia total en la generacion n. Si la matriz JZ es primitiva

(definici6n [3.3), entonces la proposicién muestra que H(n)/(%)" con-
verge, cuando 1 — +oo, a un autovector positivo de la matriz 2. Asi que %o
es la tasa asintdtica de crecimiento por generacion:

ngToo v g(n) =%.
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En concreto, tenemos
lim M = %0.
n—te g(n)

Observacion 3.2. Si la matriz de infeccién A se divide por un nimero k >
0, entonces la reproductividad %y = p(AD~!) también se divide por este
nimero k. En particular, la nueva reproductividad serd estrictamente inferior
a 1 siy solo si k > %. La reproductividad es, pues, el factor minimo por el
que debe dividirse la matriz de infeccién A, es decir, las tasas de contacto,
para alcanzar un equilibrio estable libre de enfermedad o, lo que es lo mismo,
para evitar una epidemia.

Observacion 3.3. Si solo hay un tipo de persona infectada (m = 1), entonces
H(n+1) = %oH(n).

En este caso particular, %, no es simplemente la tasa asintGtica de crecimien-
to por generacién. También es el nimero medio de casos secundarios infec-
tados por un primer caso. Esta es la definicion habitual de reproductividad.

Observacion 3.4. Si la estructura de la poblacién infectada no estd represen-
tada por el conjunto {1,...,m} sino por el intervalo [0; 4] como en algunos
modelos epidémicos con estructura de edad, entonces la teoria es muy simi-
lar: Z; es el radio espectral de un operador integral de préxima generacion
con un niicleo no negativo ¢ (x,y) y
~+oo
Hint1x)= | A (xy)H(ny)dy.

Bajo ciertas condiciones, el teorema de Krein-Rutman muestra que la secuen-
cia H(n,-)/(%)" converge a una autofuncién positiva del operador integral.
De nuevo, % es la tasa asintética de crecimiento por generacion.

Ejemplos.

1. Para el modelo S-I-R del capitulo|l] tenemos: m =1, A=a,B=by
C =0. Entonces %y = a/b.

2. Para el modelo S-E-I-R del capitulo[2} tenemos: m = 2,

a=(hs) (8 0) (5 8)
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(95 0)
(0 6) (e )0 )

y sigue siendo %y = a/b.

3.2 Una ecuacion en derivadas parciales

Supongamos que solo hay un tipo de persona infectada, pero que este tipo
estd estructurado por el tiempo transcurrido desde la infeccién. Sea I(z,x) la
densidad de personas infectadas desde hace x unidades de tiempo en el mo-
mento ¢. Sea a(x) la tasa de contacto real y b(x) la tasa a la que las personas
infectadas dejan de transmitir la infeccién. Las funciones a(x) y b(x) se supo-
nen continuas, acotadas y no negativas. Se supone ademads que existe § > 0
tal que b(x) > B para cualquier x suficientemente grande. En la aproximacién
lineal al inicio de una epidemia, tenemos para todox >0yt > 0,

1(0,x) =To(x), (3.4)
+o0
1(1,0) = / a(x)1(t,%) dx, (3.5)
0
o o1
5 + 5 —b(x)1(t,x) . (3.6)

Esta ecuacion en derivadas parciales se denomina a veces ecuacion de Mc-
Kendrick y von Foerster [10, capitulo 18].

Supongamos que la poblacién infectada en el instante inicial ¢ = 0 perte-
nece a la generacién 0. Sea I (7, x) la poblacién infectada perteneciente a la
generacion n en el tiempo ¢. Viene dada parat > 0y x > 0 por

19/(0,x) =To(x),
9,00 =0,
910 91(0)

7z _ (0)
r + e b(x) T (¢, x)
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y para todo n > 0 por
1710, x) = 0,

11 (1,0) = /era(x)l(")(t,x)dx,

o1+l gr(ntl) ’

o ox

Las personas infectadas que pertenecen a la generacién n+ 1 fueron infecta-
das por personas de la generacion n. Con estas definiciones,

- Z (@)

n=0

= —b(x) 1" V(¢ x).

es efectivamente una solucién del sistema (3.4)-(3-6) con la condicién inicial
1(0,x).

Proposicion 3.7. Sean

A (1) =1 (1,0),  K(x) = a(x) exp (— /0 xb(y)dy).

Entonces, para todo n > 0,

R ( /K %) dx

RO (1) = /I.era(x) exp (—/xxtb(y) dy) Ip(x—1)dx

El vector A" (t) es la incidencia debida a la generacién n en el tiempo ¢.
Demostracion. Tenemos

A (1) =101 (2, 0)

_ / +ma(x)1(")(t,x)dx

—/ (1, x dx+/+°° VI (1,x) dx

_/ exp< /b dy)1<">(t—x0)d
+/+w exp< / b(y > (0,x—1)dx.
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Asi que

yparatodon > 1,

7 (1) = /0 ") A" D (1 — x) d. 0

exp (—/Oxb(y) dy)

es la probabilidad de seguir infectado después de x unidades de tiempo. Asi,
se puede modelizar una amplia variedad de distribuciones para el periodo de
infeccion.

El término

Proposicion 3.8. Sean
oo oo
H(n) = / W Vdt, o= Kx)dx.
0 0

Entonces para todo n > 0,
H(n+1) = %oH(n).

Demostracion. Exactamente como en la prueba de la proposicion[3.5] encon-

tramos
o0

H(n+1) = ( | K(x)dx) H(n). O

Observacion 3.5. Si las funciones a(x) y b(x) son constantes (denotémoslas
ay b), entonces

o0
Ko = / aeax =2
0 b

es solucién de

dl
—=(a—>b)L
5 = a=0b)
En efecto
dl Feo 91 Raltcl | e
i E(t,x)dx: =, a(t,x)dx—b/0 1(z,x)dx

=1(z,0) — bI(t) = al(r) — b1(z).
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3.3 Apéndice: Matrices no negativas

Definicion 3.2. Se dice que una matriz M es no negativa si M; ; > 0 para
todo iy j. Del mismo modo, se dice que un vector v es no negativo si v; > 0
para todo i. Se dice que un vector v es positivo si v; > 0 para todo i.

Recordamos ahora una serie de propiedades de las matrices no negativas.
Para las demostraciones se puede consultar por ejemplo [64, capitulo 4] y
también [72, capitulo 5] para las proposiciones[3.9)y 3.12}

Proposicion 3.9. Sea M una matriz cuadrada no negativa. Entonces el radio
espectral p(M) es un autovalor de la matriz M y existe un autovector no
negativo asociado. En otras palabras,

W=0,v#£0, Mv=pM)v.

Corolario 3.2. Sea M una matriz cuadrada no negativa. Entonces p(M) =
o(M).

Teorema 3.1. (Perron-Frobenius). Sea M una matriz cuadrada no negativa
irreducible. Entonces p(M) > 0y p(M) es autovalor simple de la matriz M.
Ademds, existe un autovector asociado positivo.

Proposicion 3.10. Una matriz cuadrada no negativa irreducible no puede
tener dos autovectores no negativos linealmente independientes.

Para dos matrices M y N, denotamos M <N siM; ; <N; ; paratodoiy j.

Proposicion 3.11. Sean M y N dos matrices cuadradas no negativas. Si M <
N, entonces p(M) < p(N).

Proposicion 3.12. Sean M y N dos matrices cuadradas no negativas. Supon-
gamos que la matriz N es irreducible. Si M < N y p(M) = p(N), entonces
M=N.

Definicion 3.3. Si M es una matriz cuadrada no negativa, decimos que M es
primitiva si existe un entero p > 1 tal que todos los elementos de la matriz
M? son positivos.

Proposicion 3.13. Sea M una matriz cuadrada primitivaﬂ Existen vectores
vy w cuyos elementos son positivos y tales que

Mv=pM)y, Mw=pM)w, Yw=1.

1En este libro, utilizamos la notacién 'M para la transposicién de la matriz M, que a veces se
T
anota M ' .
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Ademds,

3 M \" ¢
Iim (—— ) =v'w.
n=te \ p(M)

A partir de estas proposiciones, podemos deducir facilmente algunas pro-
piedades de las matrices cuadradas cuyos coeficientes fuera de la diagonal
Son no negativos.

Proposicién 3.14. Sea M una matriz cuadrada tal que M; ; > 0 para todo
i # j. Supongamos que M es irreducible. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

= existe un vectorv#0 tal que My =0yv >0
= 6(M)=0.

Demostracion. Existe k € R tal que M + k.# es una matriz no negativa. Con
la proposicién y el corolario tenemos las equivalencias:

= existe un vectorv0talque Mv=0yv>0;

= existe un vector v # 0 tal que M +k S )v=kvyv=0;

s pM+kI)=k;

» c(M+kS)=k;

= o(M)=0. O

Proposicion 3.15. Sean M y N matrices cuadradas del mismo orden tales
que M; ; > 0yN; ; > 0 para todo i # j. SiM <N, entonces 6(M) < 6(N).

Demostracion. Existe k € R tal que M+ k.# es una matriz no negativa. Te-
nemos M + k. < N+ k.. La proposicién nos dice que p(M+k.%) <
P(N+ k7). Del corolario 3.2 tenemos (M +k.9) < o(N+k.#). Por lo
tanto c(M) < o(N). O

Proposicion 3.16. Sean M y N dos matrices cuadradas del mismo orden
tales que M; ; > 0y N; ; > 0 para todo i # j. Supongamos que la matriz N es
irreducible. SiM < Ny 6(M) = o(N), entonces M = N.

Demostracion. Existe k € R tal que M+ k.# es una matriz no negativa. Te-
nemos asi M+ k.# < N+ k.. Segin el corolario[3.2] tenemos

pM+k5)=6(M+k) =0(M)+k=0(N)+k=0(N+k7)=p(N+k5).

Finalmente, de la proposicién deducimos que M+ k. = N+k.#. Por
tanto, M = N. O
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Inicio de la epidemia de coronavirus en Francia

Se estudia un modelo matemdtico S-E-I-R de dos fases inspirado
en la epidemia de coronavirus de 2020. Si los contactos se redu-
cen a cero a partir de una determinada fecha T cercana al inicio
de la epidemia, el tamaiio final de la epidemia se aproxima al que
se obtiene multiplicando el nimero acumulado de casos R(T) en
esa fecha por la reproductividad %y de la epidemia. De forma
mds general, si los contactos se dividen en el tiempo T por g > 1
de modo que %o /q < 1, entonces el tamario final de la epidemia
es cercano aR(T) %y (1—1/q)/(1 —%o/q). Los pardmetros del
modelo se ajustan aproximadamente a los datos relativos al ini-
cio de la epidemia en Francia.

4.1 Un modelo

La figura[4.1[a) muestra el nimero acumulado de casos confirmados du-
rante la epidemia de coronavirus en Francia entre el 25 de febrero y el 29 de
marzo de 2020; estos datos incluyen tanto los de los laboratorios de biologia
médica como los de los pacientes hospitalizados. Es necesario distinguir la
fecha del 15 de marzo a partir de la cual se tomaron repentinamente medidas
drasticas para detener la epidemia: cierre de escuelas, restaurantes, etc. En
estas tres fechas, el nimero acumulado de casos confirmados pas6 de 13 a
5423 y luego a 40 174. La figura [4.1(b) muestra los mismos datos con una
escala vertical logaritmica y lineas de regresion lineal. Se observan tres pe-
riodos: en el primero, hasta el 6 de marzo, el crecimiento es rapido y bastante
irregular; en el segundo, hasta el 15 de marzo, el crecimiento es algo menos
rdpido pero regular; en el tercero, a partir del 16 de marzo, el crecimiento se
ralentiza y sigue siendo regular. Si ajustamos una linea recta sobre el con-
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junto de los dos primeros periodos, que va del 25 de febrero al 15 de marzo,
encontramos que el nimero acumulado de casos crece como e*! con una tasa
de A = 0,31 por dia [trazado con lineas largas].El tiempo de duplicacién es
(log2)/A = 2,2 dias. Si, por el contrario, nos limitamos al segundo periodo,
con datos especialmente bien alineados en la escala logaritmica, obtenemos
A = 0,225 por dia y un tiempo de duplicacién de 3,1 dias [linea sélida]. Da-
do que los datos del principio de la epidemia se ven alterados por una gran
proporcién de nuevos casos importados y por efectos estocdsticos, la segunda
estimacion es probablemente la més fiable. En el tercer periodo, tras la aplica-
cién de medidas drésticas, el tiempo de duplicacién aumenta a 4,9 dias [linea
discontinua].

log(casos) 000
40 000 10
30 000 8
20 000 6
4

10000 s 6 de marzo 15 de marzo
5 de marzo °
0 d 2 —_—
0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35

Figura 4.1: a) Ndmero acumulado de casos confirmados en Francia entre el 25 de
febrero y el 29 de marzo de 2020, de Santé publique France. b) Logaritmo neperiano
de este nimero y lineas de regresion lineal.

Vamos a estudiar un modelo matemaético inspirado en esta epidemia. Divi-
damos la poblacién en cinco compartimentos segin una variante del modelo
S-E-I-R del capitulo2]:

= susceptibles de ser infectados (S),
» infectados en la fase de latencia, es decir, atin no infecciosos (E),
= infecciosos sin proteccion (I),

= retirados de la cadena de transmisién al contarse como casos confirma-
dos (Ry),

= retirados de la cadena de transmision sin ser contabilizados (R»).

Cada uno de estos dos tltimos compartimentos agrupa a los que todavia son
infecciosos pero estdn aislados y a los que ya no son infecciosos porque se
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han recuperado o han muerto. Algunos pacientes tienen sintomas de baja gra-
vedad y permanecen en su casa sin ser examinados, otros viven en residencias
de ancianos y tampoco han sido examinados, a pesar de las complicaciones
o incluso de la muerte; estas son las categorias que se encuentran en el com-
partimento R,. Evidentemente, podemos perfeccionar este modelo hasta el
infinito para hacerlo mads realista, pero aqui hemos intentado limitar al méxi-
mo el ndmero de pardmetros desconocidos. El objetivo principal es también
obtener un resultado tedrico sobre el tamafio final de la epidemia en el caso
muy optimista de que una contencién especialmente estricta permita pasar in-
mediatamente al régimen subcritico, un caso que se parece mds al que se ha
visto en China.
Sea N la poblacién total, que se supone grande, de modo que

N=S(z)+E()+I(z) + R (t) + Ra2(2).

Sea a la tasa de contacto efectiva, ¢ la tasa a la que los individuos infecta-
dos de forma latente se vuelven infecciosos, y b la tasa media a la que los
individuos infecciosos se aislan y, por lo tanto, se eliminan de la cadena de
transmisién. Sea f la fraccién de individuos infecciosos que se cuentan entre
los casos confirmados en el momento del aislamiento (0 < f < 1); esta frac-
cién puede variar a lo largo del tiempo, pero se supondra que es constante por
simplicidad. El modelo es

%:—as%, @.1)
%:aS%—cE, “4.2)
& =cE—pl, @3)
dR
;g‘:fbl, (4.4)
d—tzz(l—f)bl. (4.5)

Para hacer la relacion con los datos de la ﬁgura el nimero R (#) corres-
ponde al nimero acumulado de casos confirmados en el momento 7. Haciendo
R(t) =R (¢) + Ry(z), observamos que
dR
dr
Con R;(0) = R;(0) =0, deducimos
Ri(1) = fR(t), Ra(t)=(1-f)R()

bl. (4.6)
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paratodo ¢ > 0.

Al principio de la epidemia, el nimero de casos sigue siendo muy pe-
quefio en comparacion con la poblacién total, de modo que S(¢) ~ N, lo que
conduce a la linealizacién

dE

— =~al—cE

dt ’
Los compartimentos E e I, asi como los compartimentos R; y Ry, tienden
a crecer exponencialmente como e*, donde A es el mayor autovalor de la

matriz
—c a
( c —b ) “4.7)

El polinomio caracteristico es

dl
— ~cE-blL
dt ¢

A2+ (b+c)Ad+c(b—a)=0. (4.8)
Asi que
L —(b+c)+/(b+c)2—dc(b—a)  —(b+c)++/(b—c)*+4dac
- 2 - 2 '
(4.9)

Sansonetti [68]] indica que el periodo de incubacién, es decir, el periodo
previo a la aparicién de los sintomas, es de 5 a 6 dias. El periodo de latencia
puede ser algo mds corto, ya que uno puede ser infeccioso antes de mostrar
sintomas. La duracién media de la fase latente se fija en 4 dias; por lo tanto,
¢ = 0,25 por dia.

El tiempo medio en el compartimento I antes del aislamiento, que es 1/b,
es mds dificil de estimar, ya que depende de muchos factores. Depende de las
caracteristicas bioldgicas del virus, de las caracteristicas de los individuos,
como su edad, pero también de la rapidez con la que se afslan los casos, que
varia de un pais a otro. La epidemia en Francia tuvo lugar cuando la gente
ya era consciente de la pandemia; los pacientes no tardaron en ser aislados.
Algunos no eran infecciosos en absoluto, otros lo eran varios dias antes de
ser aislados. Supongamos que la media es del orden de 1 dia, la forma del
modelo implica que la distribucién es exponencial. Tendriamos una media de
este orden de magnitud en un modelo mads refinado si, por ejemplo, el 80 % de
las personas infectadas permanecieran infectadas durante O dias y si el 20%
permanecieran infectadas durante 5 dias antes de ser aisladas.En resumen,
elegimos b = 1 por dia.

De la féormula (.9) podemos deducir que

(A +b+c)>—(b—c)?

A
a= P :(l+b)<1+c). (4.10)
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Esto permitirfa calcular numéricamente la tasa de contacto efectiva a a partir
de la tasa de crecimiento observada A.

Supongamos que las medidas de salud publica pudieran dividir la tasa de
contacto efectiva por un nimero g mayor que 1. ;Cudl es el valor minimo
del nimero g que se necesitaria para detener la epidemia? Este valor, que
es la reproductividad %, se obtiene simplemente observando que cuando se
sustituye a por a’ = a/ %, la nueva tasa de crecimiento de la epidemia debe
ser cero, lo que segtn la ecuacién conduceab—a/%y=0ya

a A A
%’Ozb:(%) (”JN“

si utilizamos el valor numérico A ~ 0,225 por dia sugerido por la curva epidé-
mica de la figura.1] Dadas las incertidumbres de los pardmetros b y ¢, esto
solo puede ser un valor aproximado. Al igual que en el capitulo[3] también se
podria haber observado que %, era el radio espectral de la matriz

(a)(= )"

Volvamos al modelo S-E-I-R (@.1)-(#.6). Segtin la proposicion[2.2]y la ob-
servacion|I.2] el tamafio final de la epidemia en ausencia total de intervencion

verifica (o)
a R(eo
N —R(e0) =S(0 —— .
(=) =50 exp (-5 1)
Al principio de la epidemia, solo hay unas pocas personas infectadas en la
poblacién, por lo que S(0) ~~ N. La ecuacién implicita para el tamafio final de
la epidemia puede escribirse como
R s R oo
l—(T) A exp <—%0 1(\I)> . 4.11)
Con % ~ 2,3 (mds exactamente 2,33), encontramos numéricamente R (o) /N =
87 %. Solo una fraccién f de estos casos se habria contabilizado.

4.2 Segunda fase con una intervencion drastica

Imaginemos que en una fecha determinada T, se toman medidas drasticas
para que el nuevo indice de contacto efectivo se reduzca a O cuando haya
R;(T) casos confirmados acumulados. Por ejemplo, en Francia habia 5423
casos confirmados acumulados el 15 de marzo cuando entraron en vigor las
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medidas relativas a las escuelas y los lugares publicos. ;Podemos entonces
predecir cudl habria sido el nuevo tamafio final de la epidemia R(e) bajo
estas hipdtesis ideales o, al menos, el tamafio confirmado R (e0)?

Mientras ¢ < T y el nimero total de casos siga siendo una pequefia frac-
cién de la poblacién total, tenemos S(7) ~ Ny

ds 1 dR
= 4S—nw~—al=—-Robl = Ry —.
. aS a Hob Ro ;

Asi que, integrando,
S(#) = S(0) — ZoR(z).

Pero si la fecha T no es muy cercana a 0, el ndmero inicial de infectados,
N — S(0), es ya despreciable comparado con el niimero R(T) de casos en el
momento T, por lo que

E(T)+I(T)+R(T) =N—-S(T) =~ N—S(0) + ZR(T) = ZyR(T). (4.12)
Ademas, tenemos
E(t) ~ue®, 1) =ve!, R()~we,

donde (u,v) es un autovector asociado al mayor autovalor A de la matriz (4.7).
Asi,
—cu+tav=~>Au.

De la ecuacién (@10}, obtenemos

av A+b
u= = V.
A+c c
Asi,
A+b 5, A+D 1dR A
E(t) ~ T I(t), I(t)=-— ~ =R(z). 4.13
()~ "2vet = 2200, 1) =3 TR TR @13)
En particular, estas ecuaciones dan aproximaciones de E(T) e I(T) como fun-
ciones de R(T).
Si los contactos se reducen entonces a cero, tenemos parat > T

dS dE

— =0, — =-cE 4.14

7 C cE, (4.14)

mientras que las otras ecuaciones {#.3), @.4) y (@.5) siguen siendo idénti-
cas. Sin tener que resolver este sistema, estd claro que el tamafio final de la
epidemia serd

R(eo) =E(T) +I(T) +R(T)
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ya que hay E(T) + I(T) individuos infectados que todavia no estdn en los
compartimentos R en el momento T. Asi,

R (o) &~ ZoR(T)

segtin la férmula (@.12)). Dado que en cualquier momento R (1) = fR(r), se
deduce también R (o) =~ Zy R (T).

Por lo tanto, si los contactos se reducen a cero a partir de alguna fecha
cercana al inicio de la epidemia —lo suficientemente cercana como para que
la aproximacidn lineal siga siendo valida, pero no tan cercana como para que
el nimero inicial de casos infectados sea insignificante— entonces el tamafio
final (confirmado o total) de la epidemia se aproxima al que se obtiene multi-
plicando el nimero acumulado de casos (confirmados o totales) en esa fecha
por la reproductividad %, de la epidemia. Un resultado similar se obtiene de
la misma manera para un modelo S-I-R. En el apéndice [4.5] observamos, sin
embargo, que ya no es % lo que determina la relacién R(e<) /R(T) en los mo-
delos en los que el periodo infeccioso no estd distribuido exponencialmente,
sino una expresion mds complicada.

Con R (T) =5423 y %y ~ 2,33, se obtiene R (e<) 2 12600. Subrayemos
una vez mds la incertidumbre en torno a los pardmetros b y ¢, que se encuentra
en el valor de R (o), asi como el cardcter evidentemente demasiado optimista
de una reduccién de los contactos a 0.

Nétese de paso la analogia con el concepto de «potencial de crecimien-
to» de las poblaciones en demografia [59 p. 176]. Es la relacién entre la
poblacion estacionaria final y la poblacién en un instante determinado si la
fecundidad se divide repentinamente en ese instante por la reproductividad
%, de modo que la poblacién termina con una tasa de crecimiento asintdtica
de cero. Al igual que en nuestro célculo, es asumiendo que la poblacién en
ese instante es «estable» en el sentido de Lotka (es decir, dada por el primer
autovector) como Keyfitz obtuvo una férmula relativamente simple para el
potencial de crecimiento, una férmula que también implica a %, aunque de
una manera mds complicada que en nuestro modelo S-E-I-R [59, p. 179].

Obsérvese también que la estimacién de E(T) + I(T) 4+ R(T) a partir solo
de los datos de R(T) es andloga al problema que surgié al principio de la
epidemia de VIH para estimar el nimero de seropositivos a partir del nimero
de casos de SIDA notificados.

La figura ilustra este modelo de dos fases. Hemos tomado N = 65 x
10% (la poblacién total de Francia) y las condiciones iniciales

S(0)=N—1, E(0)=1, 1(0)=0, R(0)=0. (4.15)
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El parametro a viene dado por la férmula con A = 0,225 por dia, como
en la figuraf.1] Se dispone de poca informacién sobre el pardmetro f, salvo
que, a posteriori, un gran nimero de muertes debidas al virus en residencias
de ancianos no se contabilizaron entre los casos confirmados al principio de
la epidemia; fijemos f = 0,5 para ilustrar. Hemos tomado T = 43,2 dfas para
que R (T) a2 5438 se acerque al dato de 5423 del 15 de marzo. Continuando
con la simulacién un poco mas de tiempo que en la figura, encontramos nu-
méricamente R (e0) /R (T) & 2,3 = Zy. Observemos también que el nimero
de casos tarda quince dias en estabilizarse después de la fecha T del encierro.
Este tiempo estd relacionado con el inverso del mayor autovalor de

(2 5)

que es —c en nuestro ejemplo numérico.

16 000
14 000+
12 000+
10 000+
8 000
6 000
4 000+
2000+

0 T T T T T T T 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Figura 4.2: Ejemplo de simulacién del modelo bifésico. La fecha T de confinamiento
estd representada por una linea vertical de puntos.

En la figura[4.3]se muestra cémo varfa la razén R (eo) /R (T) en funcién
del tiempo T cuando la tasa de contacto se reduce a cero. En efecto, existe
una meseta en la que esta relacion se aproxima a %Zy. Cuando T — 0, tenemos
que Ri(T) = 0y Ry(e0) — f(E(0) +1(0)) > 0, por lo que Ry (o) /R (T) —
+co. El cociente se aproxima a % cuando T es del orden de la inversa de la
diferencia de los dos autovalores de la matriz (4.7). Cuando por el contrario
T — oo, entonces la intervencién actda demasiado tarde; la epidemia ya ha
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pasado y Ry (e)/R;(T) — 1. Se espera que la anchura de la meseta donde
R (e0)/R;(T) estd proxima a %, crezca como logN)/A cuando N — 4o,
que tenga el mismo comportamiento que el tiempo hasta el pico epidémico
en el modelo S-E-I-R con coeficientes constantes (ver capitulo [2)).

"Ry (s0) /Ru(T)

T
0 20 40 60 80 100 120

Figura 4.3: La razén R (e0) /R (T) en funcién de T.

4.3 Una generalizacion

En realidad, la tasa de contacto efectiva no puede ser cero para ¢t > T.
No obstante, el valor obtenido para R(eo) puede considerarse como un limite
inferior del valor real, ya que es seguro que el tamafio final de la epidemia
serd mayor con contactos no nulos que con contactos nulos para ¢ > T. Sin
embargo, hay que recordar que los modelos epidémicos del tipo S-I-R o S-
E-I-R con una tasa de contacto variable no son monétonos: una reduccién
de la tasa de contacto puede conducir a veces a un mayor tamafio final de la
epidemia (véase el capitulo[I3).

Consideremos el caso en el que la tasa de contacto no se reduce a 0, sino
que simplemente se divide por un nimero ¢ > 1. La reduccién a O corresponde
al caso limite en el que ¢ tiende a infinito. Tenemos parat > T,

ds I dE I
D_ g E_9g° (g, (4.16)
dt qg N dt g N
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mientras que las ecuaciones (.3)), @.4) y (.5) siguen siendo idénticas. Tene-

mos parat > T
1dS a dR

Sdr ¢gbNdt’
Integrando entre t = T y t = o0, deducimos que

S(=) % R() —R(T)

ST g N
donde %y =a/b > 1. Como S(e0) = N —R(e0), tenemos
R(e)  S(T) (%o R(e) —=R(T)
I_T_ N exp( p N ) 4.17)

Supongamos, como en la seccién .2 que el tiempo T no es ni demasiado
pequeifio ni demasiado grande, es decir, que estd en la meseta de la figura[d.3]
En una primera aproximacion, S(T) = Ny R(T) sigue siendo pequefio frente
a N. Se plantean entonces dos casos.

Si 1 < g < %, entonces un argumento grafico consistente en trazar el
primer y el segundo miembro de la ecuacién en funcién de R(eo) /N
muestra que la solucién R(e0)/N no es pequeiia, sino cercana a la solucién
positiva de la ecuacién

p% ~ exp <q° 1(\1)) (4.18)

Si por el contrario g > Zy, entonces la solucién R(e)/N de la ecuacién
(4.17) es pequefia. Como S(T) =~ N — %, R(T), una expansién de primer or-
den de la exponencial en la ecuacién (4.17) conduce a

Re) o [1- B [, LR -RD)]

N q N

N

Manteniendo solo los términos de menor orden, llegamos a

| _RE) | ART) A R()-R(T)
N N q N '
Finalmente,
R (o0) ~ R(T) 2 - /4. (4.19)

~ 0 1 _%O/q. .

Cuando g — oo, encontramos R(e) ~ R(T) %. También observamos que
1-1
7/q > 1

1—%0/q ’
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como deberia ser. Una relacion idéntica a la férmula une aRj(e0) ya
R (T).

La férmula (#.19) se interpreta ficilmente. Las personas infectadas en el
momento T que alin no estdn en los compartimentos R infectan por término
medio a %y /q individuos susceptibles, y cada uno de estos dltimos infectard
a su vez a %y /q individuos susceptibles, etc., segiin una serie geométrica de

razén Zo/q < 1. Asi,
~ Ko B\ (R’
mwwmn+mn+mﬂ1+q+(q>+(q>+m

E(T) +1(T)
1-%/q

Ahora bien, hemos visto con la férmula @.12) que

~R(T)+

E(T)+1(T) = R(T)(Z%y— 1).
Lo que nos lleva bien a

P — 1 1-1/q
1—%/q 1—-%/q

La figura [4.4] muestra, en funcién del pardmetro de reduccion ¢, el ta-
maifio final de la epidemia en escala logaritmica, log(R(e0) /N), obtenido por
simulacién numérica del sistema (@.I)-(@.6) para r < T con las condiciones
iniciales (.15), y luego del sistema (.16) para s > T. Como en la figurad.2]
la poblacién total es N = 65 x 10° y el pardmetro a viene dado por la férmula
(4.10) con A = 0,225 por dia; de nuevo, tomamos f = 0,5y T = 43,2 dfas pa-
ra que R (T) & 5438. La figura también muestra lo que la férmula da
para g > %,. Finalmente, muestra la solucién positiva de la ecuacién
para g < Zp. Vemos que ambas aproximaciones dejan de ser vdlidas en un
entorno de g = %y.

El tamafio final de la epidemia cambia en varios érdenes de magnitud
cuando el pardmetro g estd proximo a %. Dado que es dificil cuantificar g, la
prediccion del tamaio final de la epidemia también es dificil en este dmbito.
Solo si el pardmetro ¢ es mucho mayor que % la prediccion con la férmula
(4.19) se vuelve menos sensible.

m@zRaﬂH- }zMD%)

4.4 Estimacion del parametro de reduccion

Intentemos estimar el pardmetro ¢ ajustando una simulacién del modelo
a los datos del 15 de marzo al 15 de abril de 2020. [70]] advierte, sin embargo,
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Figura 4.4: El logaritmo de la fraccién infectada final, log(R(e0) /N) como funcién del
pardmetro de reduccion ¢ [linea s6lida], en comparacién con la férmula [@.19) [circu-
los pequefios] valida para g > % y con la solucién de la ecuacién [diamantes
pequeiios] vdlida para ¢ < %.

que el nimero de casos confirmados en Francia ya no refleja satisfactoria-
mente la dindmica de la epidemia, puesto que los pacientes con signos de
COVID-19 ya no se confirman sistemdticamente mediante una prueba biol6-
gica.

Empezamos con los datos Ry (T) = 5423 y las relaciones R(T) =R (T)/ f
y Ro(T) = (1 — f)R(T). Dado que los datos de los 8 dias anteriores estdn
especialmente bien alineados, iniciamos la simulacién del modelo con

R(T—6) ~ e *R(T)

donde A = 0,225 por dia y 8 = 8 dias, con las correspondientes estimaciones

@.13)

A+b
C

S| >

(T—6)~~R(T—6), E(T—6)~ I(T—0),
y con

S(T—6)=N—E(T—6)—I(T—8)—R(T—6).

Para r > T, la tasa de contacto efectiva es a/q y se intenta ajustar Ry ()
a los datos hasta el 15 de abril. El mejor ajuste estd en torno a ¢ = 1,7 (fig.
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[.5). Como este valor es inferior a la reproductividad %, parece que las me-
diciones de contencién fueron insuficientes. Los dltimos puntos de la figura
muestran que la desviacidn del modelo crece en la direccién de una desace-
leracion de la epidemia real. Puede ser que el valor de f elegido no sea el
adecuado o que haya variado durante la epidemia. O puede que el modelo
sea demasiado simplista; en concreto, cabria esperar que una distribucién no
exponencial del tiempo de permanencia en los distintos compartimentos in-
fluyera en el momento en que la linea comienza a curvarse.

: 15 de marzo

6 T T T T T T T )
10 15 20 25 30 35 40 45 50

Figura 4.5: Logaritmo del nimero de casos registrados entre el 7 de marzo y el 15 de
abril [circulos pequeios, datos de Santé publique France] y log(R(¢)) en funcién del
tiempo ¢ en cuatro simulaciones con, de arriba a abajo, g € {1,5; 1,7;2; 2,5}.

En conclusién, exploramos un escenario de dos fases en el que la tasa de
contacto se reduce a partir de una fecha determinada. Se ha encontrado una
férmula sencilla y aproximada para el tamafio final de la epidemia en funcién
del nimero de casos detectados en el momento de la reduccién. Sin embargo,
este resultado ain debe ser enunciado y demostrado con mayor rigor, proba-
blemente haciéndolo aparecer como un resultado asintético cuando N — +-co.



Capitulo 4 59

4.5 Apéndice: un periodo infeccioso no exponencial

Consideremos un modelo S-I-R con un periodo infeccioso que no esta
necesariamente distribuido de forma exponencial. Sea I(z,x) la densidad de
personas infectadas a partir de x unidades de tiempo en el momento z. Sea
a(x) la tasa de contacto efectiva y b(x) la tasa a la que las personas infectadas
dejan de transmitir la infeccién. Al principio de la epidemia, tenemos

~+oo
I(t,O)z/ a(x) 1(1,x) dx
0
a1 al

5 + i —b(x)I(t,x)
dR T
il b(x)I(t,x)dx

Deducimos, como en la teoria de las poblaciones estables de Lotka [10, capi-
tulo 24], que

1(t,x) ~ ket e Al b0)dy

donde k es una constante y donde la tasa de crecimiento A es la tinica solucién
de la ecuacién

~+oo
1:/ a(x)e ™ b dy gy
0

Sea
—+oo
I(r) = I(z,x) dx.
0

El problema es estimar I(T) + R(T) a partir de R(T). Ahora

AR(T)

dx

/ T g~ Ax=JFb0)dy gy

Q

Deducimos que
- AR(T)e™
T b(x) e R0 gy

Finalmente,

[(T)+R(T) A ff e M lb0)dy gy

& . 1.
RT) [T b(x)e P RP0dgy
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El segundo miembro no tiene ninguna razén particular para coincidir con la
reproductividad

oo "X
Ro :/ a(x) e JobO)dy gy
0

(proposicion [3.8)). En el caso especial en el que las tasas son constantes, con
a(x) = ay b(x) = b, tenemos sin embargo A = a — b y por tanto
I[(T)+R(T) A a

WNEJrl:E:,@o.
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Modelos estocasticos

En primer lugar, se presenta una formula para la probabilidad
de extincion de una epidemia modelizada por un proceso de ra-
mificacion multitipo cuando este proceso se construye a partir
de modelos de compartimentos que son sistemas de ecuaciones
diferenciales. A continuacion, estudiamos la duracion media de
una epidemia en un modelo estocdstico S-1-S cuando el tamaiio
de la poblacion es grande.

5.1 Probabilidad de extincion de las epidemias

5.1.1 Procesos de ramificacion

En el comienzo de una epidemia, los efectos estocdsticos son importantes
y pueden llevar a la extincién de ésta incluso si %y > 1. De ahi que se puedan
considerar modelos que sean procesos de ramificacion con m tipos en tiempo
continuo y que se construyan con los coeficientes de las matrices A, By C de
la seccion [3.1] La cuestion es entonces calcular la probabilidad de extincién
en estos modelos si empezamos en ¢ = 0 con n; individuos infectados del
tipo j para 1 < j < m. Los niimeros n; son enteros. Esta probabilidad tiene la
forma de un producto

a)1"‘ ... a)m"m

[48, §3.7]. Buscamos una férmula general que relacione las probabilidades
®; y las matrices A, By C.

Demostraremos que el vector de probabilidades de extincién (w;) es,
cuando % > 1, la solucién tnica en [0; 1[" del problema del punto fijo

_ LiAi @@+ B~ Y Cij o
LiAij+Bjj+Cjj

o; 5.1)
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con 1 < j < m. Esto también se puede escribir, como veremos,

Z(l*wi)(Ai,jwjfBi,jfci,j) =0 (52)

i

con 1 < j < m. Si denotamos por [1 — ] al vector fila (1 — @y,...,1 — @y,)
y diag[;] a 1a matriz diagonal con los @; en la diagonal, el sistema se escribe
de una forma mas compacta:

1 — o) (Adiag[ay] — B —C) =0. (5.3)

La férmula (5.2) puede generalizarse al caso de un entorno periédico (véase

el capitulo[T7).

Demostracion. Construyamos el modelo estocdstico asociado de forma na-
tural al modelo determinista (@ Suponemos que con una tasa A; ;, cada
persona infectada del tipo j es sustituida de alguna manera por dos personas,
una del tipo 7, y otra del tipo j: se ha producido una nueva infeccién. Esto sig-
nifica que la probabilidad de este suceso es A; j dt +o(dt) durante un intervalo
de tiempo infinitesimal df. Con una tasa B; ;, cada persona infectada del tipo
Jj deja de ser infecciosa. Con una tasa —C; ; para i # j, cada persona infectada
del tipo j se convierte en una persona infectada del tipo i. Esquematicamente,
j—i+j, j—0, j—i (i#}]).
Aij Bj; —Cij

Como —};;C; j = C; ;, cada persona infectada del tipo j sufre uno de los
tres eventos anteriores con la tasa total

)vj‘ :ZAi,j'i‘Bj,j"‘Cj,j'
i

Sea gj(x1,...,xy) la funcién generadora del nimero de personas de diferen-
tes tipos generadas por una persona de tipo j segin el esquema anterior si
detenemos el proceso después de un evento. Tenemos

1
gj(xh...?xn):f ( Ai’jxin-i-Bj’j-f—Z(—Ciyj)x,) .
i \7 by

De la teoria de los procesos de ramificacién multitipo [48, teorema 3.7. 5],
que es una generalizacién de la teorfa de los procesos de Bienaymé-Galton-
Watson [[10]], sabemos que cuando %, > 1 (es decir, en el caso supercritico
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donde 6(A —B —C) > 0 del corolario [3.1), las probabilidades (@i, ..., @)
son la dnica solucién en [0; 1[™ del problema del punto fijo

gj(wl,...,a)m) = CO/'
por 1 < j < m. Que también se puede expresar como

ZAU(», 0 +Bjj+ Y (=Cij) o = 0;A; = o; (ZAI‘J"'B/J_FC/J) '
i#j i

De donde, reordenando,
_Zciiji‘f'BJ/ wJZAIJ ;)
i
Y como };C; ; = 0, podemos afiadir este término en el primer miembro:
ZC’J — ) +B;,(1 w]ZA’J - ).

Esto, en efecto, coincide con la ecuacién (5.2) ya que B; ; = 0 para i # j.

5.1.2 Ejemplos

En el modelo S-I-R del capitulo [I] solo hay un compartimento infectado,
el compartimento I. La ecuacién (5.3) se reduce a

(1—w)(aw—b)=0,

de manera que

Si %y > 1.

Como segundo ejemplo, tomemos una variante del modelo S-E-I-R con
demografia. Sea N(r) = S(¢) + E(¢) +1(¢) + R(¢) la poblacién total, v el ni-
mero de nacimientos por unidad de tiempo, a la tasa de contacto efectiva,
la mortalidad natural, c la tasa a la que las personas en fase latente se vuel-
ven infecciosas, b la tasa a la que las personas infecciosas se recuperan, y
€ el exceso de mortalidad durante el periodo infeccioso. Entonces podemos
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proponer el siguiente modelo:

%zv—aS%—uS,
%:aS%—(u—i—c)E,
%:cEf([J+£+b)I,
%:bl—uR.

En ausencia de enfermedad, el estado estacionario es S = N* = v/u. Al prin-
cipio de una epidemia, la poblacién estd formada casi en su totalidad por
individuos susceptibles, por lo que S ~ N = N*. Obtenemos asi el modelo
linealizado

E
o = —(u+c)E+al,

a
dr

Con las notaciones de la seccion anterior, tenemos

(0 a [ u 0 ([ ¢ 0
=(06) 2= (8wt ) (5 0)

cE—(u+e+b)l.

Asi,
A(B 4 C)fl _ (c+u)(auc+e+b) u+as+b
0 0
y
. ac
C(etp)(utetb)

Noétese que ¢/(c+ i) es la probabilidad de que una persona que acaba de
entrar en el compartimento E llegue al compartimento I sin morir mientras
tanto. Supongamos que %y > 1. El sistema (5.3) se escribe

amo =[5 5) (% 0 ) (b))

De donde obtenemos las dos ecuaciones siguientes

—(c+u)(I—ay)+c(l—am)=0, aw(l—w)—(u+e+b)(l—w)=0,
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y de ahf la solucién en [0; 1> que es

,u+c/<%’o 1
o ="' =,
! u+c @ A

Del mismo modo, calculamos las probabilidades de extincién para un mo-
delo de malaria (véase el capitulo [9). Sea a la frecuencia de picaduras, b la
tasa de curacién de los humanos, b, la mortalidad de los mosquitos, N el
nimero de humanos y N; el nimero de mosquitos. Si I; es el nimero de hu-
manos infectados e I, el nimero de mosquitos infectados, entonces el modelo
linealizado es de la forma

B 0 a (Db 0 B
A(aNg/Nl 0)7 B( 0 bz)’ c=0.
Llegando a
N, /Ny
Ry =ay| ——.
"= N Tbib
El sistema (5.3) se escribe
_ _ 0 a (0]} 0 _ by 0 -
o e (o 5)(5 w) (5 5 )]0

Y al final de los calculos obtenemos

- br+a Wy = b2+a/(%0)2
bz(%0)2+a’ by+a ’

Sin embargo, incluso cuando solo hay dos tipos de personas infectadas, el
sistema de dos ecuaciones de segundo grado suele conducir a una ecua-
cién polinémica de grado 4 para cada una de las probabilidades @;. Como
1 es siempre una raiz, nos encontramos con una ecuacion de grado 3 que no
puede reducirse mas. Este es el caso, por ejemplo, de un modelo S-I-S o S-I-R
con migraciones entre dos sitios, de modo que el sistema linealizado para los
individuos infectados (I1,I,) en ambos sitios es de la forma

[ a O (b O . crT  —C
A_(O a2>’ B_<O bz)7 C_<—61 (&) )

Solo la presencia de muchos ceros en las matrices A, B y C permite reali-
zar célculos explicitos relativamente sencillos en el caso del modelo S-E-I-R
o del modelo de la malaria. Si uno se conforma con los célculos numéri-
cos, entonces en lugar de utilizar el sistema (5.3)), se puede obtener el punto
fijo en [0; 1[™ del sistema (5.1) mediante simples iteraciones partiendo de
(x1,.-s%m) = (0,...,0)

Q)]
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5.2 Modelo S-I-S

El modelo estocéstico S-I-S, en el que los individuos infectados vuelven
a ser susceptibles cuando se recuperan, es un caso especial de los procesos de
nacimiento y muerte en el que la «tasa de nacimiento» es cuadratica mientras
que la «tasa de mortalidad» es lineal [56]]. Se ha estudiado en detalle cuando
se supone que el entorno es constante. Sea a la tasa de contacto efectivo y b
la tasa de recuperacion. Sea N el tamafio de la poblacién. Si hay » individuos
infectados en el instante 7, entonces hay N — n individuos susceptibles:

= la probabilidad de tener n+ 1 individuos infectados en el instante 7 + df,
con dt infinitesimal, es an (1 —n/N)dt + o(dt);

= ]a probabilidad de tener n — 1 individuos infectados en el instante ¢ + dt
es bndt+ o(dt).

La figura [5.1] muestra un ejemplo de simulacién de este modelo. Todas las
simulaciones alcanzan finalmente el estado de absorcién n = 0 en el que no
hay individuos infectados y la epidemia se detiene [71, section 2.13]. Una
cuestion fundamental es determinar después de cudnto tiempo, por término
medio, ocurre esto. Esto es algo andlogo al problema de la fijacién de un gen
por deriva genética [10, chapitre 20].

Figura 5.1: Ejemplo de simulacién con a = 10, b =5 y N = 15 [curva fluctuante];
solucién del modelo determinista d1/dt = al(1 —I/N) — b1 asociado [curva suave].

La probabilidad P, () de tener n > 1 individuos infectados en el momento
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t verifica

dP,
dt

=a(n—1)[1—(n—1)/N|P,_,
—[lan(1=n/N)+bn|P,+b(n+1)P,1; (5.4)

para 1 <n < N-— 1, mientras que

dPy

C0 _pp .
dt b (5=2)
P

ddTN —a(N—1)[1— (N—1)/N|Px_| — bNPy.

Sin entrar en detalles, ya que los cdlculos se retomardn en un marco periédico
en el capitulo se espera que para cualquier 1 < n <N, P,(¢) — 0 cuando
t — +oo, mientras que Py(z) — 1. Mds concretamente,

P, (1) ~eM'm,

paral <n<Ncon i <0y m, >0. Ademds, Py(z) = 1 +eMimy con My < 0
y

N
Y 1, =0. (56)
Los nimeros 7, verifican

M, =a(n—1)[1—(n—1)/N]m,_,
—[lan(1=n/N)+bn|m,+b(n+1) T4 . (5.7)

Se pueden obtener resultados analiticos siempre que el tamafio N de la
poblacién sea grande. Supondremos a > b en toda esta seccion: es el caso su-
percritico, el mds interesante. La figura[5.2) muestra el aspecto de la solucién
P, () en un ejemplo con N = 100 antes de converger a la medida concentrada
en n = 0: se acerca a un estado metaestable, la distribucion cuasi-estacionaria
(7,)1<n<n- Numéricamente, el autovalor A; que da la velocidad de conver-
gencia es extremadamente pequefio (alrededor de —4 x 10~8). La esperanza
7 del tiempo que tardarfa en extinguirse la epidemia, incluso partiendo de una
sola persona infectada, es del orden de —1/A; y, por tanto, extremadamente
grande. Esto se debe a que, aunque la epidemia puede extinguirse rdpidamen-
te en una fraccién de las simulaciones por ser esta condicién inicial pequeiia,
el tiempo hasta la extincién es muy grande en la fraccién complementaria,
por lo que la esperanza T es también muy grande.
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0069 1 (1)
0.05 4
0.04 1

0.03 1

0.02 4

T

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 5.2: Solucién del sistema (5.4) en el tiempot =20sia=10,b=5,N=100y
partimos de N /2 infectados en t = 0.

Utilicemos el método de Brillouin, Kramers y Wentzel o método BKW,
que es clasico en fisica [49]. Sea

x=n/N, 0<x<1.
Cuando N es grande, tenemos
T, ~ efNS(x)

para 1 < n < Ny para una determinada funcién S(x). Introduciendo

dsS
T e M) o exp (—Ns<x> - dx(x)> ,

Ty—1 & €Xp (—NS(x) + jbsc(x))

en la ecuacion (5.7) y despreciando el término A7, debido a que A; es muy
pequefio, obtenemos la ecuacion estacionaria de Hamilton-Jacobi

dsS
H(x,dx) =0 (5.8)
con el Hamiltoniano
H(x,p) =ax(1—x)(e’ — 1)+ bx(e ™ —1)
=x(l—e P)[a(l —x)e” —b]. 5.9
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La rama no trivial de la curva de nivel H = 0, la que verifica a(1 —x)e? —b =

0, conduce a la férmula
S(x) =xlog(b/a)+x+ (1 —x)log(1 —x) + constante .
Esta funcién tiene un minimo (fig. cuandox =x*=1-b/a.

0.31
0.21

0.11

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5.3: La funcién S(x) tal que S(0) =0sia=10y b= 5.

Finalmente, de las ecuaciones (5.5) y (5.6) se deduce que

V3 T
M=b—=—b—x—
: To ZS:I Ttn
~NS(1/N
~_p_C N ~ —peNIS(0)-min(S)]

Zrlj:lefNS(n/N) ~
Con 7~ —1/4;, obtenemos

logt def o
N N:)wcfS(O)fS(x )=b/a—1—log(b/a) >0,

(5.10)

(5.11)

(5.12)

o 7~ e“N. El niimero c es la altura entre el fondo y el borde x = 0 del «pozo
de potencial» S(x). La esperanza de tiempo hasta la extincién crece exponen-

cialmente con el tamafio de la poblacién.
Equivalentemente, el sistema hamiltoniano

dx JH

_— = = 1 — P _ -pr
& ap ax(1 —x)e? —bxe™”,
dp JH

i —a(l=2x)(e? —=1)—b(e ?—1),

(5.13)

(5.14)
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tiene una Grbita heteroclinica (fig.[5.4) que conecta los puntos de equilibrio

(x",0)=(1=b/a,0) y (0,p")=(0,log(b/a)).
Esta es la rama de la curva de nivel H = 0 mencionada anteriormente. Tam-
bién,

0 0
C:/X*pdx:/x %dx:S(O)—S(x*),

*

con la primera integral tomada a lo largo de esta 6rbita.

4
-1 T

0 01 02 03 04 05 06 07

Figura 5.4: El sistema hamiltoniano (5.13)-(5.14) en el plano (x, p) con, en particular,
la 6rbita heteroclinica que conecta (x*,0) con (0, p*),sia=10y b =75.

Observacion 5.1. Se pueden obtener estimaciones mas precisas con la solu-
cion refinada de BKW

7, ~ e~ NSo(n/N)=S1(n/N)

Introduciendo

dSo 1 d%Sg 1dS; (x))

Tui1 & €Xp (—NSo(x) - E(x) — 55 () = Si1(x) - N

y una expresi6n similar para m,_; en la ecuacién (5.7) y separando los tér-
minos de mayor grado, obtenemos la ecuacién de Hamilton-Jacobi para



Capitulo 5 71

So(x) y la ecuacién
dSy dSy dS
1— &0 _820) 1 801
{ax( X) exp < T ) bx exp( Tx )] Tx
dSo x(1—x) d*Sg dSo x d*So
= =200 [1-2 0 i pexp( -0 ) 14250
@ exp < dx > { T e | TP T T3

para S;(x). Asi que So(x) viene dada por la férmula (5.10) y la ecuacién para
S1(x) conduce a

Si(x) =log (x\/l —x) -+ constante.

Asi que
efNSO (”/N>

TR

para una constante k. Cuando n es pequefio,

T, ~k

e KN NS00 - KN sy (43" (5.15)
n n b

Pero para n pequeiio, el sistema (5.7) también puede ser aproximado por la
ecuacion de recurrencia

a(n—1)my_1 —n(a+b)m,+b(n+ )71 =0

paran > 1, lo que da
m 1—(a/b)"
Ty X — —————.
n l—a/b
Cuando n — +oo, esta expresion es equivalente a
m (a/b)"
na/b—1

Esto coincide con la férmula (5.15)) si y solo si m; &~ kNe NS0 (q/h —1).
Con el método de Laplace, la férmula (5.11) da finalmente

2y e bT/GN) N(b—a)x*mmz_(abf\/g

- 1e—Nso(x)d - eNIS0(0)=So)]\ /51 aeN
/0 xv1—x *

Si, por ejemplo, a = 20, b =5 y N = 50, esta estimacion estd solo un 2 % por
encima del valor de A; obtenido con un software que calcula los autovalores
de matrices grandes.
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Modelos matriciales periddicos

En este capitulo se analizan algunos aspectos de los modelos
matriciales periédicos. Demostramos que la reproductividad %
es la relacion asintdtica entre las nuevas infecciones en dos ge-
neraciones sucesivas del drbol de infeccion. Obtenemos una for-
mula para la sensibilidad de la tasa de crecimiento A y una des-
igualdad entre A y %,.

6.1 Reproductividad

Aunque los modelos a tiempo discreto se utilizan mucho mds en demo-
grafia o ecologia que en epidemiologia, este capitulo estd dedicado a este tipo
de modelos. Esto nos permite entender mejor la definicién de reproductividad
en el caso periddico con las herramientas elementales del dlgebra lineal.

Proposicion 6.1. Seanm > 1y T > 1 niimeros enteros. Sean
(A(t))o<i<t—1,  (B(1))o<i<T—1

matrices cuadradas, de orden m 'y no negativas. Supongamos que para todo
teZ,

A(t+T)=A(t), Bl+T)=B(), M(r)=A(r)+B().

Sea Ip € R™ un vector no negativo y to un niimero entero tal que 0 <ty <T—1.
Denotamos para todot >ty yn >0,

19(10) =Ty, 19 4+1) =B)1(r), (6.1)
170 (10) =0, 1D (1) = AT (1) +B@) 1" (). (6.2)
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Denotamos
(1) =Y 10(r)
n=0
Asi que
I(t4+1) =M(r)1(z) (6.3)
y I(l()) =1Iy.

El vector 1) (t) es la poblacién infectada perteneciente a la generacién
n en el tiempo 7. La poblacidn inicial pertenece a la generacién 0. La ma-
triz A(¢) representa los contactos infecciosos. La matriz B(¢) representa la
recuperacion o las transferencias.

Demostracion. Sumando las ecuaciones, encontramos

Y IW(@+1)= ) Y1), Y 10 (1) =To. O

n=0 n=0 n=0

Lema 6.1. Supongamos los mismos supuestos que la proposicion [6.1] Ade-
mds, se supone que

p(B(T—1)---B(1)B(0)) < 1.

Denotamos
—B(0) 5 o - 0
0 —B(l) .~ :
B = : 0 , (6.4)
0 54
S 0 0 —-B(T-1)

Donde ¥ es la matriz identidad. Entonces la matriz 9 es invertible.

Esta condicién significa que la poblacién infectada se extingue si no hay
nuevas infecciones.

Demostracion. Paratoda 0 <i,j < T— 1, denotamos

7 sii=j+1
. 0 (1.7} = (0.T-1)
B*(i,)) = B(i—1)B(i—2)---B(j+1) sii>j+1,

B(i—1)B(i—2)---B(j+1-T) sii<jy(i,j)#(0,T—1).
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Con la convencién de que un producto de matrices como B(i —1)B(i—2)---B(j+
1) es la matriz identidad si el dltimo indice j+ 1 es estrictamente mayor que
el primer indice i — 1, podemos escribir mds simplemente

o« [ Bi—1)B(i—2)---B(j+1) i 41,
B (”’){ B(i—l)B(i—2)---B(j’+1—T) :iigj'.

Sea B* la matriz en bloque
B = (B*(iaj))ogi,ngq.

Notemos también (i, j) los bloques de la matriz %. Entonces

T—1 . Np .. ..

s . —B*(i, /))B(j) +B*(i,j—1) sij>1
¥ B0 ={ o > 1,
= —B*(i,0)B(0) +B*(i,T—1) sij=
Sii< j,entoncesi<j—1y

—B*(i,/)B(j)+B*(i,j—1) = —B(i— 1)B(i—2)---B(j+ 1 = T)B(j —T)
+B(i—1)B(i—2)---B(j—T) =0.

Sii> jy j> 1, entonces

Sii> jy j=0, entonces

—B*(i,0)B(0)+B*(i,T—1) = —B(i— 1)B(i —2) ---B(1)B(0)
+B(i—1)B(i—2)---B(0) =0.

Sii=j> 1, entonces
—B*(i,i))B(i{)+B*(i,i—1)=—-B(i—1)B(i—2)---B(i+1-T)B(i—T) +.7.
Si finalmente i = j = 0, entonces

—B*(0,0)B(0)+B*(0,T—1)=B(T—1)B(T—2)---B(1)B(0) + ..
Asi que

B*# = diag [# —B(i—1)B(i—2)---B(i—T)].

0<i<T-1
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La matriz
B(i—1)B(i—2)---B(i—T)

es una permutacién circular de la matriz B(T — 1) --- B(1)B(0). Estas dos ma-
trices tienen el mismo polinomio caracteristico [64} ejercicio 1.3], los mismos
autovalores y el mismo radio espectral, que es estrictamente menor que 1 por
hipétesis. La matriz .# —B(i—1)B(i—2)---B(i —T) es por lo tanto invertible
[64] teorema 3.17] y

+o0
|7 —B(i— 1)B(i—2)~-~B(i—T)]_1 =Y [B(i—1)B(i—2)---B(i—T)J~.
k=0
La matriz 2 es por lo tanto también invertible y
%—1—( diag [ﬂB(i1)B(i2)~~~B(iT)]_1>B*. O

0<i<T~1

La siguiente proposicién es el andlogo en un entorno periédico de la pro-

posicién

Proposicion 6.2. En los mismos supuestos que el lema Denotamos para
n>0,1t>ty0<s<T—1,

W (1) = AT (o), 6.5)
) () = (n) 0 siofp<s<T-1,
H (s)—k;k ") (s +kT) conks—{ s Ocs<n_1. ©©
0
H(n)(()) :
H" (1 R 0
H(n) — ( ) , I: IO ,
: 0
H®(T—1) :
0

Donde 1y ocupa el bloque ty-ésimo modulo T y donde los 0 son vectores de

ceros. Sea
A(0) 0 e 0

6.7)
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Entonces para todo n > 0, tenemos
HM — 1T
con X =of B\,

El vector ") (¢) representa las nuevas infecciones debidas a la generacién
n entre los tiempos 7 y £ + 1. El vector H" (s) representa las nuevas infeccio-
nes debidas a la generacién n en la etapa s. El vector H™ es el vector de
nuevas infecciones debidas a la generacion n estructurado por las estaciones
en las que se producen las infecciones.

Demostracion. Paratodon >0y 0<s<T—1,sea

donde k; se define en la relacién (6.6).
Supongamos 0 < s <fp—2 0ty < s < T—2. En ambos casos, ke = k.
Con la ecuacién (6.2)) obtenemos

Fril(s+1)= Y 10D (s 144T)

k>k_y+l

-y [A(s+kT)I<")(s+kT)+B(s+kT)I(”+1)(s+kT) .

k=ks
Como A(s+kT) = A(s) y B(s+4T) = B(s), tenemos
F ) (s 1) = A(s) F? (5) +B(s) F" () .

Utilizando 1(+1) (fo) = 0, obtenemos del mismo modo, paras =7 — 1y s =
T—1, que

F D (1) = A(tg — 1)F™ (29 — 1)+ B(to — NF™ V(59— 1) sitg #0,
F D (0) = A(T— 1) F"(T—1) +B(T— 1)F" (T —1).
En resumen, tenemos

—B(s) F" ) (5) + E" D (s 4 1) = A(s) E™ (s) s
—B(T—1)E" (T — 1) + " (0) = A(T— 1) E"(T—1) .
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Asi que si ponemos

entonces ZF"t) = o7 F) Pero
H" (s) = Y A(s+KT)1™ (s +KT) = A(s) E")(s) .

K>k
Asi que H" = o7 F") = 2 F(+1) Por lo tanto,
H(l’l+1) — ,Q{F(nJr]) — (52{%71 H(Vl)

para todo n > 0.
Queda por determinar H®). Supongamos que 0 < s < T — 2. Con la ecua-
cién (6.1)), tenemos

—B(s)FO(s) + FO(s+1) = = ¥ B(s+AT)IO (s +-4T) + FO (s + 1)

k=ks

== Y 1OG+iT+1)+ Y 19 +4T+1)
k>ks k>kx+l

0 sios#EH-I,

o Ip si s=t—1.

De forma similar, para s = T — 1, obtenemos

0 si t9#0,

B(Tl)F<°>(T1)+F<°>(0){ b s =0

Asi que ZF0) :fy HO — ozFO) — o7 17 -

La matriz # puede interpretarse, por lo tanto, como una matriz de nueva
generacion, en la que la etapa de la infeccién sirve como tipo de estructura-
cién adicional.

Recordemos que (-,-) denota el producto escalar usual de vectores reales:

(w,v) = Zwivi.

Para un vector real w de cualquier dimensién, sea

il =Y [wil-

1
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Corolario 6.1. En los mismos supuestos que la proposicion[6.2} Sea

g" = [H [ = Y 1A ()]

[21))
la incidencia total en la generacion n. Sea
Ry =p(X).

Si la matriz  es primitiva, si V 'y W son respectivamente autovectores de
la matriz ¢y de la matriz transpuesta "¢ asociada al autovalor %y y si
Iy # 0, entonces

T (n+1)
(n) n+1 <I7W> 8
RO A TR
Demostracion. Esto se deduce de la proposicién [3.13] O

La reproductividad % puede asi interpretarse como la relacion asintdti-
ca de las infecciones en dos generaciones sucesivas. Es independiente de la
condicion inicial y del tiempo inicial 7.

Proposicion 6.3. Mismos supuestos que la proposicion Si las matrices
A(t) y B(t) para 0 <t < T— 1 no dependen del tiempo t (llamémoslas Ay
B), entonces

Zo=p (A(F-B)").

Demostracion. Tenemos # = of B~ ', donde of es la matriz diagonal de
bloques & = diag(A,...,A)y

BT—I BT—Z I
T-1
%~ =diag ((# ~B") ' ,....(#-BT) ) s B
: . . BT
BT—2 7 BT—I

Definamos rg = p(A(-# —B)~!). Supongamos primero que los coeficientes
de la matriz A son positivos. Los coeficientes de la matriz

A(S —B) ' =A+AB+AB* +- -

también son positivos. Segin el teorema de Perron-Frobenius, existe un auto-
vector v de esta matriz cuyos coeficientes son positivos y que estd asociado al
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autovalor ry. Sea V = (v...v), donde el vector v se repite T veces. Entonces
AV =(w...w) con

w=A(S—B") (F+B+--+BT ) v=A(I —B) v =ro.

Por lo tanto, 2V =gV y ro = %y ya que % es el tnico autovalor de la
matriz %~ con un autovector con coeficientes positivos (proposicién [3.10).
Si la matriz A no tiene coeficientes positivos, consideremos la matriz E
del mismo tamarfio pero llena de 1’s y las matrices AE) = A4 €E para € >0
Jy rg)
ro excepto que la matriz A se sustituye por la matriz A%). Entonces rée) = %((f)
de lo anterior. Por continuidad del radio espectral cuando € — 0 [64, teorema
3.16], obtenemos ry = %. O

. ~ E .
suficientemente pequefios. Definamos %, de la misma manera que %y y

Ejemplo. El ejemplo mds sencillo es cuando el vector I(¢) y las matrices
A(r) y B(r) son escalares y T = 2. Entonces

H = ( A(()O) A?l) ) ( 7]31(0) 431(1) )1

A(0)B(1) A(0)
-(H o ). o
0

Una persona infectada en la etapa 0 infecta en promedio a A(1l) personas
durante el primer paso de tiempo, A(0)B(1) personas durante el siguiente
paso de tiempo, ya que B(1) es la probabilidad de no curar en la etapa 1,
luego A(1)B(0)B(1) personas, luego A(0)B(1)B(0)B(1) personas, etc. Asi
que este individuo infecta

A(O)B(l)+A(O)B(1)B(0)B(1)+...:IA(&);(BI()I)
personas en la etapa 0 y
A(1)+A(1)B(O)B(1)+...:l_1‘:((01))B(l)

Esto se indica en la primera columna de . Del mismo modo, podemos

comprobar que una persona infectada en la etapa 1 infecta a % perso-

nas en la etapa 0 y % personas en la etapa 1, como se muestra en la

segunda columna de 7.
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La matriz .#? da el nimero medio de personas infectadas en la siguien-
te generacidn en la etapa O y en la etapa 1 (primera y segunda fila) de una
persona infectada en la etapa 0 o en la etapa 1 (primera y segunda columna),
etc.

En cuanto a la interpretacién de %, imaginemos, por ejemplo, que empe-
zamos con un individuo, el paciente cero, infectado en la etapa O; por lo tanto,
to =1eI(tp) = 1. Infecta a g(0) personas, la suma de la primera columna de
A, es decir

A(0)B(1)+A(1
o(0) = AOB() A
1 —B(0)B(1)

La siguiente generacién, g(1), es la suma de la primera columna de %2,
etc. La proposicién |6.2| muestra que g(n+ 1)/g(n) converge a %y, el radio
espectral de la matriz J¢": el arbol de infecciones crece asint6ticamente como
(Z)". Si el paciente cero se hubiera infectado en la etapa 1, g(n+1)/g(n)
habria convergido al mismo limite %.

Observacion 6.1. La matriz de la siguiente generacion % y su radio espec-
tral %, dependen linealmente de la familia de matrices A(z): si denotamos
(1) y Zo(u) la matriz de la siguiente generacién y la reproductividad
del modelo donde todas las matrices A(r) han sido divididas por u, enton-
ces K (U)=x/uy Zo(u) =% /1. Por lo tanto Zp(1) < 1 si y solo si
U > Zo. La reproductividad %, se interpreta como el minimo esfuerzo de
control sobre los términos de la infeccidn para llevar la poblacion infectada
a la extincién. Es precisamente por esta propiedad que % se utiliza tan a
menudo en epidemiologia.

Proposicion 6.4. Supongamos los mismos supuestos que la proposicion|6.2]
Definamos h(t) = A(t)1(¢). Asi que

t

I(r) =Y B(r,x)h(t —x)+ B (1,1 +1)1(0), (6.9)
x=1

h(e) = ¥ K(t,x) bt =) + K11+ 1)1(0) (6.10)
x=1

S
K(t,x) =A@)B(t,x), x=>1,

donde .Z es la matriz identidad.
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La ecuacion (6.10) es una ecuacién de renovacién.

Demostracion. La relacion se verifica trivialmente si ¢ = 0. Suponga-
mos por recurrencia que es cierto para t = (. Entonces

I(r+1) = A()IE) +B@)I(r)

=h(t)+B() Zt: B(t,x)h(t —x)+B(t)B(¢,t + 1)I(0)

x=1

=B(t+1,1)h +I§B t,x=1)h(t+1—x)+ B(r+ 1,1 +2)1(0)
=lfﬁ(wLx)h(t+1—x)+ﬁ(:+1,z+z)1(0).
x=1

La relacion (6.9) es, pues, verdadera para 7+ 1 y, finalmente, para todo ¢t > 0.
La relaci6n (6.10) se deduce inmediatamente. O

Proposicion 6.5. Mismos supuestos que la proposicion Entonces % es
el radio espectral del operador lineal
o0
u(t) — ZK(t,x)u(tfx) (6.11)
x=1
en el espacio de las funciones T-periddicas u : 7Z. — R™.

Demostracion. Fijemost con (0 <t <T— 1. Para cualquier funcién T-periddica

u(t),
~+o0
Y K(,x) u( Z O su (6.12)
x=1

donde

oo
O y=) B(t—1)---B(s+1—kT), 0<s<r—1,

—+oo
©s=Y B(r—1)---B(s+1—kT), t<s<T-1.
k=1
Como B(t) es T-periddico, tenemos

O = [F—B(t—1)- (t—T)] B(t—1)---B(s+1)
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si0<s<r—1y
Q5= [f—B(z‘—1)..-B([_T)]_1B(t_1)...B(S+1_T)

sit <5< T—1.Pero % es el radio espectral del operador lineal sobre
el espacio de funciones T-peridicas u(f) con valores en R™. Este espacio
se identifica con el conjunto de vectores (#(0),...,u(T—1)) € R™. Asi que
la relacién muestra que % es también el radio espectral de la matriz
producto 27®, donde O es la matriz de bloques (O s)o<ss<T—1. Ahora la
prueba del lema muestra que ® = %!, Asi que %, es el radio espectral
de la matriz &7 %~ O

Observacion 6.2. En un entorno constante, el nicleo matricial K(z,x) puede
escribirse

K(x) = AB* L.

El radio espectral del operador (6.11)) es el radio espectral %y de la matriz de
la siguiente generacion

fK(x):A(J/—B)*I.

x=1

Esta es la generalizacion a los modelos matriciales estructurados por etapas
de la formula de Leslie para % en los modelos matriciales estructurados por
edades [10, capitulo 25].

6.2 Sensibilidad a la tasa de crecimiento
Leslie [10, Capitulo 25] estudié modelos a tiempo discreto
I(r+1)=MI(¢), r=0,1,2...

con una matriz no negativa y primitiva M. La proposicion [3.13|muestra que el
vector I(¢) tiende a crecer exponencialmente como A’, donde A = p(M) es el
radio espectral de la matriz M. Las matrices primitivas son casos especiales
de las matrices irreducibles (deﬁnici(’)n@]y [64, §4.4]). Segtin el teorema de
Perron-Frobenius el autovalor A = p(M) es simple. Sea w un autovector
de la matriz de transposicién 'M y v un autovector de la matriz M asociado al
autovalor A:

Mw=Aw, Mv=2Av.
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Para la sensibilidad del autovalor simple A, tenemos segun [[60, teorema 5.4]

aﬁ. - W,‘Vj
(9M,'7j - <W,V> ’

(6.13)

donde (-,-) denota el producto escalar usual de vectores reales. Esta férmula
es bien conocida en biologia de poblaciones [35) 8.2.2]. El vector v se de-
nomina «poblacion estable» y el vector w «valor reproductivo». Recordemos
brevemente un esbozo de demostracién. La matriz M + €M con |g| pequefia
tiene un autovalor A + €A + o(€) y un autovector asociado v+ ev+ o(€) tal
que

[M+eM| v+ e7+o(e)] = [A + €4 +o(e)][v + €7+ 0(2).
La igualdad de los términos de orden € da
M+ My = A5+ Av.

Tomemos el producto escalar con el vector w:

~

(W, MP) + (w, Mv) = A (w, D) + A (w, ).

Pero
(w,MV) = (‘"Mw,V) = A (w, V).

Esto deja solo

~

(w,Mv) = 2 (w,v),

es decir R
7= M) (6.14)
(w,v)

La derivada parcial de la férmula (6.13) se obtiene eligiendo como matriz M
la matriz llena de ceros excepto un 1 en la fila i y la columna j.

Consideremos ahora los modelos matriciales periédicos en el tiempo.

Proposicion 6.6. Sean m > 1y T > | niimeros enteros. Sean (M(t))o<i<T—1
matrices cuadradas de orden m. Sea

A=p(M(T—1)---M(1)M(0)). (6.15)
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Sea A el radio espectral de la matriz de bloques

0 0 0 M(T-1)
M(0) 0 0 0
€ = 0 M(1) . 0 0 . (6.16)
0 0 M(T -2) 0
Por lo tanto,
AT=A. (6.17)

Demostracion. Sea M(t +T) = M(r) para todo ¢ € Z. Un simple cdlculo
muestra que ¢’T es una matriz diagonal por bloques,

T = diag[M*(0),...,M*(T-1)], (6.18)
M*(1) =M(t—1)---M(t —T) (6.19)
=M(r—1)---M(0O)M(T—1)---M(r).

Las matrices M*(f) son permutaciones ciclicas entre si. Asi que tienen el
mismo polinomio caracteristico [64} ejercicio 1.3], los mismos autovalores
y el mismo radio espectral A que M*(T). Asi que A es el radio espectral
de la matriz €. Ahora este radio espectral es también igual a AT. Asi que
A=AT. O

Proposicién 6.7. Supongamos los mismos supuestos que la proposicion|6.6|
Supongamos ademds que las matrices M(t) son todas no negativas y que la
matriz € es irreducible. Sean W = (w(0),...,w(T — 1)) un autovector de la
matriz de transposicion '€ y V. = (v(0),...,v(T — 1)) un autovector de la
matriz € asociado al autovalor A = p(%). Extendamos las definiciones de
M(z), w(t) y v(t) a cualquier t € Z asumiendo

M(+T)=M(t), wiE+T)=w(t), v(E+T)=v().
Entonces para todo t € Z,

M) w(t+1) = Aw(t), M()v(r) =Av(t+1) (6.20)

(w(z),v(r)) = (w(0),%(0)). (6.21)

El nimero A es la tasa de crecimiento.
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Demostracion. Como la matriz € es irreducible, existe segtn el teorema de
Perron-Frobenius un autovector W de la matriz 4’ y un autovector V de la
matriz ¢ asociado al autovalor A, teniendo ambos vectores todas sus compo-
nentes positivas:

‘CW=AW, €V=AV. (6.22)

Ademds, A > 0y los vectores W y V son tinicos con una constante multipli-
cativa. Tenemos

wE+1),Av(t+1)) = (w(t+1),M(2) v(2))
= ("M()w(t+1),v(t)) = (Aw(t),v(t)).

Como A >0, deducimos que paratodot € Z, (w(t+1),v(t+1)) = (w(z),v(t)).
O

Proposicion 6.8. Supongamos los mismos supuestos que la proposicion
Supongamos ademds que la matriz M(T — 1) ---M(1)M(0) es primitivo. Sea
1(¢) tal que para todo t > 0, I(t + 1) = M(¢)1(2), con la condicion inicial 1(0)
que es un vector no negativo. Entonces

I(r) _ w(0),1(0))
2 wo)w) ot

Demostracion. Sea Q la matriz primitiva de esta proposicién. Tenemos
I(nT) = Q"I(0) para cualquier nimero entero n > 1. Ahora las relaciones

(6.20) muestran que

Qv(0) = M(T —1)---M(1)M(0)»(0) = ATv(T) = AT(0),

‘Qw(0) = '™M(0)'M(1)--- 'M(T — 1)w(T) = 1Tw(0).

Asi, v(0) y w(0) son autovectores de las matrices Q y 'Q asociados al autova-
lor AT = A, que es el radio espectral de la matriz Q. A partir de la proposicién

B.13

Q"1(0) v(0)'w(0)1(0)
AT e 5(0) w(0)

es decir
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Para todo 0 < k < T —1, tenemos también

I(nT+k) MnT+k—1)---M(nT)I(nT)

/‘LnTJrk - AnT+k
 M(k—1)---M(O)I(nT)
- l)1T+k
(w(0).1(0)) M(k—1)--M(0)v(0) _ {w(0).1(0))
= (w(0),v(0)) 2% = w00y "0

Proposicion 6.9. Supongamos los mismos supuestos que la proposicion
Entonces

oA _ wilt+1)v;(1)
IM;;(t) — T(w(0),v(0)) - (6.23)

Demostracion. Como la matriz € es irreducible, su radio espectral A es un
autovalor simple segtn el teorema de Perron-Frobenius Paral < a,f <
mT, tenemos segun [[60] teorema 5.4]

dA WqVpg

0Cup (W,V)’ (€29

donde W, es el elemento o-ésimo de W y Vg es el elemento B-ésimo de
V.Perosi oo = (t+1)m+i (modulo mT)y B =tm+jcon 0<r <T—1,
1<i<my 1< j<m,entonces 6o p=M;;(t), Wog =wi(t+1)y Vg =v;(t).
Ademas, la proposicion [6.7|muestra que

T-1
(W,V) = §<W(I)7V(f)> =T (w(0),v(0)). (6-25[])

Observacion 6.3. Tenemos

(wt+1),I(t+1)) = (w(t+1),M(2)I(2))
I

Asi que

(w(1),1(1)) = A" (w(0),1(0)). (6.26)
Se dice que el valor reproductivo total crece exponencialmente (véase la sec-
cién [T1.6).

Observacion 6.4. Dado que A = AT existe un vinculo muy sencillo entre la
férmula de sensibilidad de A y la de A:

ML - oML,

6.27)
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Observacion 6.5. La interpretacion de la férmula (6.23) es una simple gene-
ralizacién de la que se suele dar para la férmula la sensibilidad de A
al nimero de crias M; (¢) en la etapa i en el tiempo 7 + 1 generadas por un
individuo en la etapa j en el tiempo ¢ es proporcional a la poblacién estable
en la etapa j en el tiempo ¢, v;(¢), y al valor reproductivo en la etapa i en el
tiempo ¢ + 1, w;(z + 1). Para estos modelos matriciales, se utiliza el término
etapa en lugar de compartimento.

6.3 Desigualdades entre la reproductividad y la tasa de cre-
cimiento

Proposicion 6.10. Mismos supuestos y notaciones que la proposicion
Sea A = p(%) el radio espectral de la matriz (6.16). Entonces

F =2 1= 1< A< %), 0<Z<1l=Z%<ALI.

Demostracion. Sea
% = bajodiag(M(z))
0<r<T—1

la matriz (6.16). Supongamos de entrada que esta matriz es irreducible. Te-
nemos %y = p (.52%93_1) =p (%_lﬂ). Hemos visto en la demostracion del
lemaque la matriz ~! es no negativa. Asf que la matriz %! también es
no negativa. Existe segtin la proposicion [3.9)un vector no negativo y no nulo
®=(¢(0),...,0(T—1)) tal que B~ 7 & = HyP. Asi que F & = %y B P,
es decir A(7)¢(¢) = %o|—B(t)9(z) + ¢(r+1)] paratodo 0 < r < T—1, donde
hemos puesto ¢(T) = ¢(0). Supongamos que %, > 0. Entonces

(A1) /%0 +B(1)]9(1) = ¢(1+1). (6.28)

La matriz ¢ es irreducible por hipétesis. Ahora

A; i(t
Aw’(l‘) +Bi’j(l) >0& [A,’J(l‘) >00 Bi,j(t) > O] = % +B,‘7j(t) > 0.
0
La matriz
At
bajodiag (() +B(t)>
o<i<T—1 \ %0

es, por tanto, también irreducible. La ecuacién (6.28) muestra que @ es un
autovector no negativo de esta dltima matriz asociado al autovalor 1. Segtin
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el teorema de Perron-Frobenius [3.1] y la proposicién [3.10] las componentes
del vector @ son de hecho positivas y

p (b (5 4500 ) ) =1

Supongamos primero que %, > 1. Segin la proposicién [3.11]

1=p (bajodiag(& LB ))) <p (bajodiag (A(t) +B(;))) —2

0<t<T—1 N %o 0<r<T—1

<p (bajodiag (A(t) +%B(t)))

0<r<T-1

~#op (raodig (5 +010)) =

Asi que llegh < %p. La misma demostracién funciona para el caso en que
0 < %y < 1 pero con todos los signos < sustituidos por >,loquedal > A >
.

Por tltimo, si la matriz € no es irreducible, denotamos E la matriz com-
pletade 1 y para todo € > 0,

A1) =A(t)+€eE, ME (1) =A®(1)+B(t), €' =bajodiag(M® (1)).
0<t<T—-1

La matriz 4(®) es irreducible. Sea %’(()8)
crecimiento asociada.
Supongamos que %, > 1. Entonces % > > % > 1 porque A (1) >

la reproductividad y A(¢) la tasa de

A(t). De acuerdo con lo que precede, 1 < <A ,%’(() ). La continuidad del
radio espectral de las matrices [64, teorema 3.16] cuando € - 0da 1 < A <
.

Si Zp < 1, entonces ,%’ée) < 1 para € suficientemente pequefio, de nuevo

por la continuidad del radio espectral. De lo anterior, 1 > A€ > %’(()E) yenel
limite 1 > A > %,. O

Proposicion 6.11. Mismos supuestos y notaciones que en la proposicion|6.2}
Supongamos que la matriz € dada por la férmula es irreducible y
que las matrices A(t) no son todas cero. Si %y > 0, entonces % es el tinico
niimero x > 0 tal que

p (|25 ena-n) [ 2rpo)) =1 62

X X
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Demostracion. Denotamos A(x) el lado izquierdo de la férmula (6.29) y A (x)
el radio espectral de la matriz

@ (x) = bajodiag (A)(;) —I—B(t)) .

0<t<T-1

Segiin la proposicion A(x) = A(x)T. Supongamos que 0 < x; < x. En-
tonces €(x1) = €(x2) y A(x1) = A(xz) (proposicién [3.11). Nétese que la
matriz % (x;) también es irreducible porque

Ai (1)

Aih,‘(t)+B,',j(l‘) >0& [Ai7j(t) > OOBI‘J(Z‘) > O] = X

+ Bl‘J‘ (t) > 0.
Si tuviéramos A (x1) = A (x2), tendrfamos € (x1) = €'(x2) (proposicion 3.12));
pero esto es imposible ya que las matrices A(z) no son todas cero. Por lo
tanto A(x;) > A(xy). Las funciones x — A(x) y x — A(x) son por lo tanto
estrictamente decrecientes para x > 0.

Sea #(x) la reproductividad asociada a las matrices (A(¢)/x)o<r<T—1 Y
las matrices (B())o<r<T—1. Tenemos Z(x) = %o /x. En particular, Z(%) =
1. Segtin la proposicion[6.10] tenemos A (%) = 1y por lo tanto A(%) = 1.
0

6.4 Una funcion monoétona

Proposicién 6.12. Mismos supuestos y notaciones que en la proposicioén|6.7}
Sea 1(t) tal que para todo t > ty, 1(t + 1) = M(¢) I(¢), con la condicion inicial
I(t0) que es un vector no negativo. Sean

B wi (1) I (r) () we(2)
)= T i) ) T Ty i)

ot )Mt o M@ vi(e)
P =" 1w WO Ty

Entonces () y @(t) son distribuciones de probabilidad asociadas a una
cadena de Markov periédica no homogénea:

x(t+1)=n@)P(t), ot+1)=0()P@t), o()=o(+1)Q(t).

Demostracion. La observacion muestra que Y, 7 (¢) = 1. La férmula

(6.21) da Y. ax (t) = 1. Las relaciones (6.20) son equivalentes a }; P; ;(t) = 1
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y X;Qi;(t) = 1. Ademis,

) wi(t+1)M;;(z)
2 m(0)Pss(0) Za“ (o)) jxmuj

w] t+1
= Qi o (T ZI

_ Wj(l“f’l)I ( 1)
= AtH1=00(1(19), w(to))

Con las relaciones (6.20), tenemos

= ﬂ'j(l‘—f' l)

) N . V,'(I)W,'(Z‘) Wj(l—‘rl)Mj,i(t)
L o(0Ps(0 _Z<V(fo)’W(to)> Awi(t)
_ wilt+1) Cnr
= mZv,(I)MN(I)
_ vt Dwie+1)
(v(t0), w(to))

w;(t+1)

B vi(t + D)wi(t+1) M; (1) vj(2)
0= L )i zhﬂﬁ>

:),< (t) W) Zw,H—l

_VOWO)_
= Do) wie)) ~ Y -

Proposiciéon 6.13. Si F: [0,+o[— R es una funcion convexa, entonces la

secuencia AN ;w,-(ﬁF (Zi?))

es decreciente parat > 1.

Demostracion. Como m(t+ 1) = 7(z)P(¢), tenemos

m+1)\ @;(1)P;i(r) m;(r)
F(a)i(H—l)) _F<Z (jvi(”rl) a’j(f)>'

J

Ademids w(r+ 1) = w(r) P(¢) implica que

y w;(H)P;i(1)

= o(r+1) B
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Asi que la convexidad de la funcién F implica

()P (1) m;(r) (1)
(g B ) g et

J J

()

Ahora la matriz P(¢) es estocéstica. Por lo tanto,

;wi(t‘f‘l) <7r, ttill) ZZ“’/ <717/"(t)
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Modelos periodicos en tiempo continuo

Estudiamos el comportamiento asintdtico de sistemas periodi-
cos lineales en tiempo continuo con varios tipos de individuos
infectados. La reproductividad X es la relacion asintdtica entre
las nuevas infecciones en dos generaciones sucesivas del drbol
de infeccion. Se encuentra que una determinada funcion positi-
va, construida con las funciones propias asociadas a la tasa de
crecimiento, es monotona decreciente.

7.1 La reproductividad

En esta seccidn, el periodo T es un nimero real positivo.

Ejemplo 1. Tomemos de nuevo el caso de la seccion 3.1 pero en un marco
periédico. Sea m > 1 un nimero entero. Sea A(¢) una funcién con valores en
las matrices cuadradas de orden m tal que

Vi, j, Aij(t) > 0.

Sea B(t) = (B; j(¢)) una funci6én matricial diagonal tal que
Vj, B (t) > 0.

Sea C(t) = (C; j(¢)) una funcién matricial tal que

Vl?é], Cl‘,j(t)gO? VJ, stj(t):_zcivj(t)~
i#j
Sean
D(t) =B(z) +C(r), M(t) =A(r) —D(¢).
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Se supone que todas estas funciones matriciales de dimensién m son T-perié-
dicas y continuas. El vector I(#) de la poblacién infectada es en la solucién de
aproximacion lineal del sistema

dl
— =M()I(z 7.1
L =MOI) )
con condicién inicial I(fy) con componentes no negativas en el tiempo g
(0 <179 < T). Entonces h(t) = A(¢)I(z) es el vector de nuevas infecciones
por unidad de tiempo. Se supone que el sistema matricial periddico

dz

— = —=D(t)Z(t

" — ()01

con la condicién inicial Z(0) = .# (la matriz identidad) es tal que
p(Z(T)) < 1.

En otras palabras, la poblacién infectada acaba muriendo si no hay nuevas
infecciones. Introducimos la resolvente X(¢,s) tal que para todo (z,s) € R,

%(t,s) = —D(1)X2(¢,s) (7.2)

y X(s,s) = .. Tenemos
X(t,s) = Z(t) Z(s) ™" (7.3)

[16, corolario 2.22].

Sea @(¢) la matriz solucién del sistema con ®(0) = .# (la matriz
identidad). El vector solucién I = 0 del sistema es asintdticamente esta-
ble si y solo si p(®(T)) < 1 [16] teorema 9.20]. Para expresar esta condicién
de forma diferente, adaptaremos la nocién de reproductividad al caso peri6-
dico.

Supongamos que la poblacidn inicial en el tiempo #y pertenece a la gene-
racién 0. Sea 1) (t) 1a poblacién infectada que pertenece a la generacién n en
el tiempo ¢, dada para todo ¢t > 19 y todo n > 0 por

(0)
10) =10),  T~() = DOV () (7.4
41+
1)) =0, 0 =AOIO@) DO ). (15

dt
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Tenemos

para todo t > ty. Sea
A (1) = A() 1™ (1)

el vector de nuevas infecciones por unidad de tiempo debidas a la generacién
n en el tiempo 7.

Lema 7.1. La funcion k") (1) verifica

A0 () = /

0

t—1o

K(t,x) h" (t — x) dx,

con el niicleo no negativo
K(t,x) = A(t) X(t,t —x).

Demostracion. Recordemos que la matriz Z(¢) es siempre invertible [16] pro-
posicién 2.26]. Derivando la relacién Z(¢) Z(¢)~! = .#, obtenemos

d -1 14z -1
— |Z(t =-Z(t) —Z(t) .
ORI /0
Asfi que con la ecuacién (7.5)), obtenemos

% 20| =~z C:%Z(t)’1 10 (1) +2(6) A 1) (1)
—Z(6)"'D() 1) (1)
=Z(1)"' AT @)

Integramos entre #p y ¢ :

7)1 10D (1) = /'z(s)*1 A(s) 1 () ds.

Jito
Asi que
! !
170y = [ Z()Z(s) AT (s)ds = [ E(t,5) ") (s)ds.
fo fo

Finalmente
11—
RO (1) :A(t)/ V(1 — )R (1 —x) dx.
0

Los elementos fuera de la diagonal de la matriz —D(#) son todos no negativos.
Por lo tanto, la matriz X(z,s) con ¢ > s es no negativa (proposicion [2.4). La
matriz K(z,x) con x > 0 también es no negativa. O
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Ejemplo 2. Seam > 1 un nimero entero. Sean A(z,x), B(¢,x) y C(¢,x) para
t € Ry x > 0 funciones continuas, T-periddicas con respecto a ¢, con valores
en las matrices cuadradas de orden m. Supongamos que B(z,x) es una matriz
diagonal. Supongamos ademads que para todo 1 < i, j < m,

Ai,j(trx) 207 Bj.,j(t7x) 2()’ Ci,j(t7x) gOSll#J? (76)
con, para todo j,
ZCi,j(t,x) =0.
i
Sea
D(t,x) = B(t,x) + C(¢,x).
Introduzcamos la funcién matricial X(z,s) tal que
Jx
vt >, 5 = —D(t,t —s5)X(¢,s), (1.7)

y X(s,5) = .#, donde .¥ es la matriz identidad de orden m. Suponemos que
existen constantes positivas o, 8 y 7 tales que para cualquier 7 > s >0y
cualquier x > 0,

A <o, |Z(ts)]| <ye PO, (7.8)

donde || - || es una norma matricial. Sea I (¢,x) el nimero de personas del tipo
k (1 <k <m)enel momento ¢ que han estado infectadas durante x unidades de

tiempo (edad de infeccién). Supongamos que I = (Iy,...,L,) es una solucién
del sistema de ecuaciones en derivadas parciales
Jdl  Jl
Vx>0,Vt >0, —=—+-=—+D(x)I,x)=0 7.9
x>0,V >0, =+ = +D(t,x)1(r,x) =0, (7.9)

con la condicién inicial I(x) para x > 0y la condicién de frontera
~+oo

V>0, I(z,0) = A(t,x)1(2,x) dx. (7.10)
0

Para simplificar, hemos tomado 7o = 0. Sea I”)(¢,x) la poblacién infectada
desde x unidades de tiempo que pertenece a la generacién n en el tiempo 7.
Estd dada parat > 0y x > 0 por

10 (0,x) =Tp(x),
19(,0)=0,
10 910

T (0)
o+ S = D)1, x)
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y para todo n > 0 por

n+l ( ) O
n+1 ) / t x)d
aI(n+1) 81 (n+1)
o 7 _ (n+1)
5 + e D(t,x)I (t,x).

Con estas definiciones,

1(t,x) = ¥ 1(1,x)

n=0

es efectivamente una solucién del sistema (7.9)-(7.10) con la condicién inicial
Iy(x). Sea

h(n) (l) (n+l)(t 0)

Podemos demostrar igual que en el primer ejemplo, que para todo n > 0,

t

RO () = /0 K(t,x) A (1 —x) dx

con el nucleo
K(r,x) = A(t,x) Z(t,t — x). (7.11)

El sistema (7.7) es un sistema diferencial lineal y cooperativo. Por lo tanto,
la matriz X(¢,s) con ¢ > s es no negativa (proposicién|2.4). Con los supuestos
(7.6), la matriz K(#,x) también es no negativa.

Si las matrices A(¢,x), B(¢,x) y C(#,x) no dependen de x (anotémoslas
A(t), B(¢) y C(¢)), entonces

es la solucién del sistema

= [A(1) =D ()] 1(r)

como en el ejemplo 1. De hecho, como en la observacién [3.5]

dt

dl te d1 +eo 91 e
@i 8t( x)dx=— /0 a(t,x)dx—D(t)/o I(¢,x) dx

=1(z,0) = D(¢)1(z) = A(¢)I(t) — D(¢) I(¢).



98

Generalizacion. Sea m > 1 un nimero entero. Si w € R” y si M es una
matriz cuadrada de tamafio m, sea

m m
= |, IM||; = ma M| .
ol = Yol M= mix 35 M

IIM||| es la norma matricial subordinada a la norma vectorial |w|;, por lo que
[IMwl[1 < [IM][1[[wl-

Definicion 7.1. Sea & el espacio de Banach de funciones continuas T-
periddicas de R en R™ dada la norma

[Vlle = max |v(7)]|; = max Z|v,
0<T<T 0<T<T &

La siguiente proposicion es analoga a la proposicion[6.2]

Proposicion 7.1. Sea K(t,x) una matriz cuadrada de orden m con coeficien-
tes no negativos, que es una funcion continua, T-periddica con respecto a t.
Supongamos ademds que existen o0 >0y B > 0 tales que para todoty x > 0,

IK(,x) 11 < ace™Pr.

Sive P, entonces

+eo T .
K(t,x)v(t—x)dx:/ K(#,x) v(x)dx,
0 0
con
ZK(t,t—x+qT) si 0<x<t,
R 4>0
K(t,x) =

Y K(r,t—x+4T) si 1<x<T.

g>1
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Demostracion.

+oo 1
K(t,x)v(tfx)dx:/ K(t,t —y)v(y)dy

:K(m— @+Z/ K(t,1 =) v(y)dy

q=0

0

:/O’K@,t_ I dy+z/ K(t,t —y+ (g + DT)v(y)dy

q=0

dy—I—/

Y K(t,t —y+4T)
q>0

K(t,t —y+4T) | v(y)dy

*/K,y y)dy. O

Proposicién 7.2. Los mismos supuestos que la proposicion[7.1) Sea . el

operador integral definido por
~+oo
(AV)(t) = K(t,x)v(t —x) dx (7.12)
0

en el espacio . Entonces & es un operador compacto.

Demostracion. Hemos
1K (2,x) v(t —x) |1 < [IK(,2) 1 vz —x)][1 < ace Py

Asf que la continuidad de la funcién 7 — (£ v)(z) se deduce del teorema de
continuidad por convergencia dominada [53| teorema 10.3.1]. Esta funcién es
T-periddica. Ademads,

GO < [ IK 620 =0 < 5 vl

vl = s )01 < 5

El operador % estd entonces acotado y

o
%mgia
11| B

donde ||.#|| es la norma del operador en el espacio .Z(4?) de operadores
lineales acotados sobre &2. Para cualquier v € & y 0 <t < T, tenemos

T .
= / K(z,x) v(x)dx
0
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donde IZ(t,x) es como en la proposicién Ya que para cualquier (f,x) €
[0,T]? y cualquier nimero entero g,

0 < |K(t,t —x+¢T)|| < ae PO+D < qePla=1T,
la funcién K(z,x) es continua en el conjunto
{(z,x) € [0, T] x [0, T]; £ 7 x}

y acotado en el conjunto [0,T] x [0,T].Entonces K(,x) es un nicleo débil-
mente singular y el operador integral J#” es compacto [40, teorema 2.22]. [

Definicién 7.2. Los mismos supuestos que la proposicion|7.1) Denotamos %
y llamamos reproductividad al radio espectral del operador K .

Proposicion 7.3. Los mismos supuestos que la proposicion[7.1| Supongamos
que h" : [to; +oo[— R™ verifica para cualquier entero n > 0 y cualquier

t2to 1
'1=1p

RO () = /

K(r,x)h") (1 — x) dx. (7.13)
0

(n) — (n) _ 0 si fp<T<T
H'" (1) q;}fh (t+4T) avecq; {1 S 0<T<1 (7.14)

Extendamos la funcion H(™ (t) por periodicidad a todos los valores reales de
T. Entonces para todo n 2 0, tenemos
HO ) = 7H

El vector H" (1) es el vector del nimero de infecciones por unidad de
tiempo debidos a la generacién n en el momento T médulo T, es decir, en la
etapa 7.

Demostracion. Supongamos primero fp < 7 <T.De (7.13) y se deduce
que

T+qT— l()
H ) ( Z/ K(7,x) " (7 +¢T — x) dx.
q=0
Reordenando la doble suma, obtenemos
T—to+pT
H(”“)(T):Z/ Y K(t.x)h A" (T4 ¢T —x) dx
p=07PT q=p

T+pT
+Z/ Y K(7,x)h" (t+qT —x)dx.
p207 0t PT g2 piy
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Con el cambio de variable y =x — pT y r = g — p, llegamos a

HOH) ( Z/ Y K(t,y+ pT) A (47T —y) dy (7.15)
p=0" r=0
+Z/ Y K(t,y+pT) A" (t+rT—y)dy.  (7.16)
p=077"10 r>1

En las integrales (7.15)), tenemos 0 <y < T—fgporloqueto <7—y <7< T.
En las 1ntegrales ), distinguimos el caso T —1y <y < fy (para el que
0<T—y <1 )delcasor<y<T(paraelqueto T<T+1—y<T).Con
la definicién (7.14) de H™ (1), llegamos a

H (1) = ) / K(z,y+pT)H" (T —y)dy
p=0

+) " K(ey+ pTYHO) (1 - y)dy

p=07T"10

/ K(7,y+ pT)H" (T +7—y)dy.
p>0

Con el cambio de variable ¢ = 7 — y, obtenemos

T .
H(Hl)(f):/() K(T,G)H(n)(ﬁ)d(f (7.17)

con IA{(‘L',G) como en la proposicién Cuando 0 < 7 < 19, un célculo
completamente anilogo conduce también a la relacién (7.17). Ademas, co-
mo H" (7) se ha extendido por periodicidad a cualquier 7, tenemos

o0
/ K(z,0) (o)do = K(7,x)H") (1 — x) dx. O
0

Proposicion 7.4. Los mismos supuestos que la proposicion Considere-
mos el producto escalar en el espacio &

m

(,v) = Z/OTui(t)v,-(t)dt.

i=1
Para todo v € P, sea
~+oo

(Z*)() = A K(t +x,x) v(t +x) dx,

donde 'K(t,x) es la matriz transpuesta de K(t,x). Entonces

Y(u,v) € P2, (Hu,v) = (u, ).
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El operador #* es la transposicion del operador . También es un ope-
rador compacto [25 §2.5.2.3] y su radio espectral es igual al del operador
H.

Demostracion. Con u € 22, la proposicion[7.1]y el teorema de Fubini, obte-
nemos

m T o m
(Hu,v) = Z’/O /0+ Z’Kijj(t,x)uj(t—x)dx vi(2)dt

m m
// Lt x)uj(x)dx vi(t)dt

i= 1) 1

m m
=% // i(t,x)vi(r)dr uj(x)dx.

i=1j=1

El intervalo de integracion se divide en dos partes:

m m T x
<%u,v>i§ij;/o /OK,'L,'(t,x)v,-(t)dt uj(x) dx

m m T T _
K j(t,x)vi(t)dt u;(x)dx
+L Y [ Runta

m m T
_IZ{JZ}/O S;/ K; j(t,t —x+sT)vi(t)dt uj(x)dx
+IZ{JZ"1/ ;)/ K; j(t,t —x+sT)vi(r)dr uj(x)dx.

El cambio de variable y =t — x4 sT, la periodicidad de K(z,x) con respecto
aty lahipétesis v € & dan

m m
(Hu,v)y = ZZ/ / Kij(x+y,y)vilx+y)dy uj(x)dx
i=1j=1 s>1

m m —x+(s+1)T
153 3 A0 A A PP

i= lj 1 5=0

+co
/0 [ Kty vile ) dy () d

I
Ms

1j=

/ /+miK” (x+y,y)vi(x+y)dy uj(x)dx. O

I
H [V]s
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Se dice que un operador es fuertemente positivo si a toda funcién v # 0
con v > 0, es decir, tal que v;(¢) > 0 para todo i y todo #, asocia una fun-
cién cuyas componentes son positivas. El siguiente corolario es andlogo al
corolario[6.11

Corolario 7.1. Los mismos supuestos que la proposicion Supongamos
que el operador JE es fuertemente positivo. Sea

—+o0
/ IH @)llde= [ A @) (7.18)
)

Si la funcion h©) (t) no es idénticamente cero, entonces

7g(n+l) — %.
g(n) e

El nimero g(n) es el nimero total de infecciones debidas a la genera-
cién n.

Demostracion. Utilicemos el teorema de Krein-Rutman (teoremal[7.1)). El ra-
dio espectral del operador compacto fuertemente positivo . es un autovalor
simple con una autofuncién vectorial u(7) con componentes positivas. Este
autovalor domina todos los demads autovalores. Por lo tanto, existe una cons-
tante ¢ > 0 tal que ||[H™(-)/(%o)" — cu(-)||o — 0 cuando n — 4-oo. Por lo
tanto,

gln) _ Jo [IH™( ||dT
(%O)n - L (%O / || ”dT

gn+1)/g(n) = Zo. O

7.2 Sistemas diferenciales
Proposicion 7.5. Sea m > 1. Sean A(t), B(t) y C(t) matrices como en el

ejemplo 1 de la secczonﬂ 7.1} Sea D(r) = B(r) + C(¢).

» Supongamos que A # 0. Entonces w(t) es una autofuncion del opera-
dor de transposicion %™ asociado al autovalor A si'y solo si w(t) es
una solucion T-periddica no idéntica a cero del sistema

& = (p0- 42w 7.19)

dt

= Supongamos que L = 0. Si w(t) es una autofuncion del operador #*
asociado al autovalor A, entonces 'A(t)w(t) = 0 para todo t.



104

Demostracion. Sea w(t) una autofuncién del operador .#* asociado al auto-
valor A. Segun la proposicién|7.4] tenemos

/0 T (64 x,2) wlt +x) dx = Aw(r)

con

K(t,x) = A(t) £(t,t — x)

segin el lema[7.1] Asi que
~+o0
/ (1 4 x,1) A+ x) wlt +x)dx = Aw(7).
0
Derivemos esta ecuacion:

e .
/0 3 ['S(r+x,0) At +x)] w(t+x)dx

! t / dw
+/ Lt+xt) At +x)w' (t+x)dx=A e
0

Integremos por partes la segunda integral:

e .
/o en ['S(r+x,0) At +x)] w(t+x)dx
d

- /OHQ Ep [t +x,1) At +x)] w(t +x)dx
oo dw
[ rnn AR+ T =25

Segtin la férmula (7.3), £(¢ +x,¢) = Z(t +x)Z(¢)~". Por lo tanto, X(¢ +x,t) —
0 cuando x — 400y

./Ow (i [t +x,1)] - % [T(H—x,tﬂ) 'At+x)w(t +x)dx
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Pero

%E(t—kx,t):Z’(t—I—x)Z(t) —Z(t+x)Z(t) ' Z (1) Z ()"
= —D(t+x)Z(t +x)Z(t) "' + Z(t +x) Z(t) "' D(¢)

=—D(t+x)X(¢t +x,¢) + X(t +x,1) D(2),

%Z(ﬂrx,t) Z/(t+x)Z(t)""
—D(t+x)Z(t +x)Z(t) " = —D(t +x) Z(t +x,1).
Asi que
iZ(ter ) — iZ(H—x 1) =X(¢t+x,¢)D(¢t)
Ji 7 0% ’ ’
y B )
‘D) /0 (4,0 A+ D) wlr-+ 1) dx— Alw(n) =25
Asi,
ADEw(e) — Al w(r) = A‘%.

A la inversa, si w(¢) es una solucién T-periddica del sistema (7.19) y si
A # 0, entonces

VseR, A [ I + 'D(s)w(s )] ="A(s)w(s).
Multipliquemos en el lado izquierdo por 'X(s,1):
t dw t t t
A {— Z(s,t)d— +'%(s,1) D(s)w(s)} = "2(s,1) ' A(s)w(s).
S
Consideremos la ecuacién (7.2):
Adi [—'Z(s,0)w(s)] = "E(s,1) 'A(s)w(s).
s
Integramos entre t y —+oo:
+
x[—‘z(s,t)w() _ / % (s,1) ' A(s)w(s) ds
t

+
:/ T(t+x,0) At +x)w(t +x)dx. O
0
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La siguiente proposicion relaciona la solucién fundamental de un sistema
con la de su adjunto [66 p. 127].

Proposicion 7.6. Sea P: R — R™ ™ una funcién continua. Sean X(t) y Y(t)

las soluciones de los sistemas matriciales

dX ay
— =P(#)X — =
S =POX(0,

con las condiciones X(0) = .# y Y(0) = .#. Entonces

—P(1)Y(t), (7.20)

X(1) = ['Y()] "
para todot € R.

Demostracion. Sea Z(t) = X(t)'Y (). Entonces
Az dX,

[ay
il Y (1) +X(z) [dt}
=P(t)X(2)'Y(t) — X(t) 'Y (¢)P(t)
=P(t)Z(t) —Z(t) P(¢).

La funcién Z(¢) es por tanto una solucién de esta ecuacién diferencial y
Z(0) = .#. Este problema tiene una solucién dnica. Ahora .# es una solu-
cién obvia. Asi que Z(r) = .# paratodo t € R. O

Proposicion 7.7. Los mismos supuestos que la proposicion Sea M(t) =
A(t) —D(¢). Para todo A > 0, sea ®(t;1) la solucion del sistema periddico

matricial
dxX

dr
con la condicion inicial X(0) = #. Sea r(A) el radio espectral de la ma-
triz ®(T; A). Entonces

[A(r)/A —D(1)] X(¢) (7.21)

w la funcion A — r(A) es decreciente para A > 0;

v si %o > 0y si la matriz M(0) es irreducible, entonces %y es la inica
solucion de la ecuacion r(A) =1 con A > 0.

Demostracion. Sea

M, (t) = A(t)/A —D(z).

Los coeficientes fuera de la diagonal de la matriz M, (¢#) son no negativos.
Segiin la proposicién [2.4] aplicada a cada uno de los vectores unitarios

(0,...,0,1,0,...,0)
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como condicién inicial, la matriz ®(¢; 1) tiene coeficientes no negativos para
todo t > 1y.

Supongamos que 0 < A; < 4. Seav € R\ {0}. Sea X (7) la solucién del
sistema (7.21)) con A = A; y la condicién inicial X;(0) = v. Andlogamente,
sea X»(¢) la solucién del sistema vectorial con A = A, y la condicién
inicial v. Para todo 1 > 19, X1 (1) = ®(1;41)v € (Ry)" y Xo(t) = P(1;2)v €
(R4)™. También,

% =My, (1) X1 = M, (1) Xy, % =M, (1) X2
y X1(0) = X3(0). De acuerdo con el corolario X1 (1) = X,(t) para todo
t > 0. Si aplicamos esto a los vectores unitarios, obtenemos la desigualdad
entre matrices no negativas

Vi >ty, D(t;41) = DP(t;42).

En particular, ®(T; ;) > ®(T; A2). Por lo tanto, r(A1) > r(A,) de la proposi-
cién 3111

Supongamos que %y > 0 y la matriz M(0) es irreducible. Segun el teo-
rema débil de Krein-Rutman (teorema [7.2), existe una funcién w € & con
w# 0y w(t) > 0 para cualquier 7 € R tal que J#*w = Zyw. Segtin la propo-
sicion[7.3] la funcién w(t) verifica

> - <tD(;) - tA/l(’ )) w(t) (122)

paratodot € R con A = Z. Sea ¥(z;A) la solucién matricial de este sistema
con la condicién inicial .# en ¢t = 0. Entonces

p(¥(T: %)) =1

segln la proposicién Pero este sistema es el adjunto del sistema (7.2T)
con A = Zy. Asi que

D(T; %) = ["V(T; %))~

(proposicién y

. 1
(%) = p(P(T: %)) = p(W(T:70) — p(¥(T:0)) )

Para demostrar que % es la tnica solucién de la ecuacién r(A) = 1, ra-
zonemos por reduccién al absurdo. Supongamos que 0 < A; < Ay y r(d)) =



108

r(A2) = 1. Como la funcién A — r(A) es decreciente, tenemos que r(A) = 1
para todo A € [4;; A2]. Por lo tanto,

VA€l Al, p(W(ToA) = 1/p(R(T;A)) = 1/r(A) = 1.

Dado que la matriz M(0) es irreducible, la proposicion muestra que
existe X*) : R — R™ como solucién T-periddica no idéntica a cero del sis-
tema con X()“)(t) > 0 para cualquier # € R. Con la proposicién
deducimos que X*)(¢) es una autofuncién del operador .#* asociado al au-
tovalor A, esto para todo A € [4;; A;]. Esto es imposible porque el conjunto
de autovalores del operador compacto . * es finito o numerable [[19] Teorema
VL8]. O

Observacion 7.1. Esta proposicion ofrece un método practico para calcular la
reproductividad Zj. Basta con utilizar un software como Scilab para calcular
r(A) y un método de dicotomia para resolver la ecuacién r(A) = 1.

Corolario 7.2. Los mismos supuestos con una matriz irreducible M(0).
A > %R siysolosir(d) <1;
A =%y siysolosir(dl)=1;
A <%y siysolosir(d) > 1.
En particular,
Ry < 1siysolosir(l)<l1;
RHy=1siysolosir(l)=1;

Ho > 1siysolosir(l) > 1.

Un caso especial. Sean a(t) y b(¢) funciones escalares positivas T-periddicas.

Considere el modelo I
— = la(t) —b(r)|1(¢

donde a(#)I(r) es de nuevo el nimero de nuevas infecciones por unidad de
tiempo, con la condicién inicial I(z). Este es un caso especial del ejemplo 1
de la seccién anterior. Tenemos

K(t,x) = a(t) exp (—/ttxb(s) ds) . (7.23)
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Proposicion 7.8. Si m = 1y si el niicleo K(t,x) estd dado por la férmu-
la , entonces los autovalores del operador ¥ * son
a
— nelx,
b+2nin/T

donde
1

T _ 1 T
a-:f/o als) ds, b:f/o b(s)ds.

El radio espectral es

Ry =alb. (7.24)

Las autofunciones del operador ¢ asociado al radio espectral % son pro-
porcionales a

ity =exp (= ['lats)/ 80 - b5}l ).

Demostracion. Sea w(t) una autofuncion del operador . * asociada al auto-
valor A. Segtin la proposicién A # 0, porque de lo contrario tendriamos
a(r)w(t) = 0 para todo ¢, lo que implicaria w(¢) = 0 para todo ¢ ya que la
funcién a(z) se supone positiva. Ademds,

%V = <b(t) — a/({)> w(t).

w(t) =w(0)exp (— /Ot [a(s)/A —b(s)]ds) .

Esta funcién es T-periddica si y solo si w(0) = w(T), es decir, si

Asi que

/0 "a(s)/A — b(s))ds = 2nix

conn € Z. Asi,

a
), - —
b+2nin/T
Como el moédulo de este autovalor es
a

b2+ (2nm/T)?

)

el radio espectral corresponde a n = 0. 0
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Observacion 7.2. Los autovalores estdn todos en el plano complejo sobre el
circulo de didmetro OM, donde O es el origen y M tiene coordenadas (%, 0),
con % dado por la férmula (fig.[7.1). En efecto, si | - | denota el médulo
de un nimero complejo, entonces

a a
b+2nin/T 2b

2ab—a(b+2nin/T)| _ a
2b

a
2b(b+2nin/T)

b—2nin/T _a
b+2nin/T| 2b°

Los autovalores forman una secuencia que tiende a 0, como suele ocurrir con
los operadores compactos [[19] teorema VI.8]. El umbral epidémico (%y > 1)
depende en este caso solo de los valores medios de las funciones a(z) y b(t).

Figura 7.1: Los autovalores del operador .#* en el plano complejo.

Proposicion 7.9. Los mismos supuestos. Las funciones propias del operador
J asociadas al radio espectral %y son proporcionales a

u(t) = a(t) exp < /0 "lals) /%o — b(s)]ds) .

Demostracién. Derivemos la ecuacién para un autovalor distinto de cero A,

a(r) /O+wexp (— /tl b(s) ds) u(t—x)dx=2Au(t).

—X
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El resultado es
oo
A (1) =d (1) / e Wb S 1 (4 — ) dx
0
oo ot
—|—a(t)/ e I PO (1 — ) dx
0

400
+alr) / e Kb [p(r — x) — (1) u(t — x) dx
0
Integremos por partes el segundo término del segundo miembro:

A (1) = d (1) ’Ia’zt(;)

—a(r) [e*ff—xb@df u(t —x)}

+oo .

—a(1) / b(t —x) e~ PO (1 — x) dx
0

o0

0

+a(r) /0 el bl [b(r —x) — b()] u(r — x)dx

= a() u(t) — u a(t)u
= ) M) = b0 () +a0)ute)
Esta ecuacién también se escribe
W) d@) a(t)
a0 " e PO

que se integra en

u(t) =calt) exp <— /Otb(s)ds—i- % /Ota(s) ds) , (7.25)

donde ¢ es una constante. La funcién u(t) asi obtenida es T-periédica si
u(0) = u(T), lo que da

A =a/(b+2nin/T). O
Proposicion 7.10. Sim =1y si 1)(¢) es la solucion del sistema -,

entonces para todon =0yt > 1y,

10 (1) = exp (— totb(s) ds) ;,( /m 'a(s)ds>n1(r0).

Demostracion. Tenemos

(0)
() =100), )= ~b()100),
d1n+1)

(n+1) —
I (t()) Ov dt t)
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Por lo tanto, la férmula de la proposicién es verdadera para n = 0. Por el
método de induccién, supongamos que es cierto hasta n. Hemos visto en la
demostracién del lema[7.T]que

10 (1) = /tot exp (— /Slb(u) du) a(s) 1" (s)ds.

Llegamos a una integral que se puede calcular explicitamente:

17D (1) = exp <_./t:b(u) du) /t:a(s) (/I:a(u)duy ds %

— exp (— tolb(u)du> ( /to Ia(u)du>n+1 (nlif’l))!. O

Observacion 7.3. La teorfa de los operadores positivos y la proposicion [7.3|
implican que

(n) ~ n w "
H (T)H+m(«%’o) Tty wio) i (1), (7.26)

donde la funcion propia u viene dada por la proposicion[7.9]y la autofuncién w
por la proposicién Pero como

t

10(r) = exp (— b(s) dS> I(1),

Ip

podemos comprobar facilmente que
HO (1) = (48, (1) (10,
donde 3,0 es la extension T-periddica de la medida de Dirac en ¢ = #g. Asi que
T T ~
| wORO @ = [0 w08, (1) dt 10) = Fowlto) ().
0 0
En resumen, la férmula ([7.26) muestra que

a(t) exp ( fygla(t) /%0 — b(1)] dt
H(n)(T)nﬁ,\jrm(%o)nJrl < f(;ra(t)d[o )

I(t0) ,
lo que significa que

oy T ae) exp (Jila()/ 0 — b)) dr) d

n—ytoo fOTa(r)dr

1(to) . (7.27)
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Este udltimo resultado asintético puede verificarse en ejemplos numéricos:
basta con utilizar la férmula para I (t) de la proposicién anterior y recor-
dar que

g(n) = /t ()10 (1) .

0

7.3 Tasa de crecimiento

Proposicion 7.11. Los mismos supuestos que la proposicion Para cual-
quier £ > — 3, consideremos el operador lineal acotado ¥ en el espacio &
definido por

(H) 1) = /0 e K (1) v(t — x) di.

Sea p({) el radio espectral de este operador. Supongamos que existe {y > —f3
tal que p(£o) > 1. Entonces existe un vinico niimero A > —f tal que p(A) = 1.

El ndmero A es la tasa de crecimiento.

Demostracion. Al igual que en la proposicion[7.2] podemos demostrar que el
operador .Z; es compacto y que

1770 < (7.28)

o

B+t

Monotonia de la funcion £ — p(£). Las componentes del niicleo matri-
cial K(z,x) son no negativas, por lo que el operador J#; también es no nega-
tivo: si v; > 0 para todo i, que anotamos v > 0, entonces ;v > 0. Ademas,
¢y < ¢, implica que %), > %;,. La monotonicidad del radio espectral para
operadores no negativos y compactos muestra que la funcién £ +— p(¢) es de-
creciente [[79} proposicién 3].

Continuidad de la funcion ¢ — p(£). La funcién £ — ¢, de | — B ; 40|
en .2 (<) es continua ya que

+oo y
= il < i [ e e K10
e ¢
< / le®—e e Brax — 0.
0 0=t

R

El radio espectral es continuo en el espacio de operadores lineales compactos
[27]. Por lo tanto, la funcién ¢ — p(¢) es continua.
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Existencia de A. La desigualdad muestra que ||-#;|| — 0 cuando
£ — 4o0. Dado que p(¢) < || #]|« 25 §2.3.3], también tenemos p(¢) — 0
cuando s — —+oo. La continuidad de ¢ — p(¥) y la hipétesis p (¢o) > 1 impli-
can que existe A > £y tal que p(A) = 1.

Convexidad logaritmica de la funcién ¢ — p(¢). Supongamos que —f3 <
61 < fz y
{=rl+ (1 —r)(z

con 0 < r < 1. Nos gustarfa demostrar que
Py <p(t) p(tr) "

Gracias a la continuidad del radio espectral en el espacio de los operadores
lineales compactos y considerando el operador asociado al nicleo modificado

Kf;(t,x) = K; (z,x) +ee Px,

es suficiente demostrar la log-convexidad con la hipétesis adicional de que J%;
es fuertemente positivo. Segun el teorema de Krein-Rutman, existen autofun-
ciones positivas v(!)(¢) y v(?) (1) asociadas a los autovalores p(¢1) y p(£2) de
los operadores 75, y JZ5,. Sea

wil) = 0] pPo]

Segtin la version discreta de la desigualdad de Holder [53| corolario 8.3.17]
conp=1/ryq=1/(1-r),

Gt = [ e Kt wite ) d
J
- /O+wZ{ {e*E'xKi’j(t,x) vg.l)(t—x)]
J

1—r
X {efgzxK@j(t,x) v§2> (t—x)} }dx

r

< /0 ” [ZG_EIXK,'J(I,X) v;l)(t—x)]

J

1—-r
X [Z e 2K j(,x) v§2> (r— x)] dx.

J
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Segtin la version continua de la desigualdad de Holder [19) Teorema IV.6],

(Jw);(t) < {/{)+w [Ze—flxl(m(t,x) vﬁ.l)([ x)] dx}

J

Asi que

r 1-r
w0 < [pe)v" 0] [p@vP 0] =p() p(ea)' 7 wile):
Finalmente, el teorema 2.4 de [28] (limite superior de Collatz y Wielandt)

implica que p(¢) < p (1) p(L2)' .

Unicidad de A. Supongamos que existe 1; < A, tal que p(4;) =p(A) =
1. Dado que la funcién ¢ — p(¢) es decreciente y (log-)convexa, tenemos
p(¢) =1 paratodo ¢ > A;. Esto contradice el hecho de que p(¢) — 0 cuando
£ — +-o0. Por lo tanto, existe una dnica A > —f3 tal que p(1) = 1. O

Corolario 7.3. Los mismos supuestos. Sea %y = p(0). Entonces
A > 0siysolo si %y > 1,
A =0siysolo si %y =1,
A < 0siysolosi %y < 1.

Demostracion. Hemos visto en la demostracion de la proposicion que
la funcién £ — p(A) es estrictamente decreciente en el intervalo | — 3 ; +oo]
o estrictamente decreciente en un intervalo | — 8 ; Ag[ con p(1) = 0 para todo
> M. Ahora p(A) = 1y %y = p(0). De ello se desprende el corolario. [

Observacion 7.4. Sim =1y si el nicleo K(z,x) estd dado por la férmula
(7.23)), entonces a partir de la ecuacion

teo
/ e MK (1) v(t —x) dx = v(t),
0
mostramos como en la demostracién de la proposicién|7.9|que
V(t) _ ca(t) efltffé b(s)ds+[§a(s)ds

Esta funcién es positiva y T-periddica siy solosic >0y

T/ dt——/Tb(t)dt. (7.29)
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7.4 Una funcion monétona

Tomemos el ejemplo 2 de la seccién (7.1} Sean 'A(z,x), 'B(z,x) y 'K(z,x)
las matrices transpuestas de las matrices A(t,x), B(z,x) y K(¢,x), respectiva-
mente.

Proposiciéon 7.12. Existe un inico triplete (A,v,w) que es solucion de los
problemas duales de autovalores

?(r x) + ax(t x)+Av(t,x)+B(t,x)v(t,x) =0, Vi, Vx>0, (7.30)

W(t,0) = 0+°°A(t,x)v(z,x)dx (7.31)
T p+oo

v(t+T,x) =v(t,x), v(t,x)=0, ZI:/O /0 vi(t,x)dxdr =1,

— %—V:(I,x) - a—;v(t,x) +Aw(t,x)+"B(t,x)w(t,x) = "A(t,x) w(t,0)

(7.32)

~+oo
w(t+T,x) =w(t,x), w(t,x)>=0, Z/ vi(t,x)wi(t,x)dx=1.
i J0

Demostracion. Notamos .£v = A v la ecuacién (7.30) y Z*w = A w la ecua-
cion (7.32). Una integracién por partes da

x=0

7/ /*“ ’?tv av: tB(Z”“)WW’Ca’f+/OT<V(t,0),w(r,0)>d;
_/ /+°° ’aav: 8: ‘B(t,x)w)dx dt
+'/0 /()*""(A(t,x)v(t,x),w(;,o»dxd,

Tt dw dw )
_/0/0 (5 S+ S = Blex)wir, ) + Al 0w(r,0)) d dr

T oo
:/ / (v, L*w)dx dt.
0o Jo

_/ /+°° 7(;:} av: tB(t,x)w>dxdt—/OT [(v(t,x)7w(t,x)>r=+mdt
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Las ecuaciones (7.30)-(7.31)) por un lado y (7.32) por otro se reducen a los
problemas de autovalores duales

oo
v(t,0) :/ e M K(1,x) v(t —x,0) dx ,
0
~+o0
w(t,0) :/ e ™M K (t +x,x) w(t +x,0) dx,
0

cuyas propiedades resultan de la proposicién y del teorema de Krein-
Rutman. [

La siguiente proposicién es el andlogo en tiempo continuo de la proposi-

cién|6.13]

Proposicion 7.13. Sea F una funcion real convexa. Supongamos que 1(t,x)
es una solucion del sistema (7.9-(710). Sea

o0 —A
Z/+ w,txv,tx)F(I(iz)i) l)dx. (7.33)

Entonces 42 < 0 para todo t > 0.

Demostracion. Sean

A,;j(t,x)vj(t,x)
V,'(I,O) '

L(t,x) e
Vj(l,)C)

0;(t,x) = (7.34)

Wi j(t,x) =

Demostraremos que

df Zw, (¢,0)v;(z,0) {F (/()+mgui7j¢jdx> /(:m;m,jl:((f’j)dx}
+Z/O wiB; jv; {F(9;) —F(¢:) + (¢; — 9,)F (¢) } dx,  (7.35)
ij

donde para simplificar no repetimos que las funciones dependen de (¢, x). En
efecto, la derivada de la funcién (7.33) es

dF teo aW,‘ (9111‘ Iief}”t
Y {[aﬂﬁwl‘atk( ” )

Le 2\ [9L L dv;| e ™
Vi F | = — AL ——= dx.
twivi ( Vi ) l:al‘ ! 2 ot 2 Y
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Sustituyendo 91;/dt, dv;/dt y dw;/dt por (1.9), (7.30) y (7.32), obtenemos
para d.% /dt 1a expresién
1: —At
Vi

Z/ {l awl—l—lw,—ka, B, Zw,tO ji
At
oy +7Lv,+ZB,jvj]F<IleVi )

(91/,
—w;v;F lie’ " ——&-ZB i1
1 Vi Vi iJ
Le ™ av; e M
—|—Wiv,~F’< i vi > 8xl —|—ZB,JVJ] . }dx.

Introduciendo la notacion ¢; de @, agrupando los términos que contienen
derivadas con respecto a x en un lado y los términos que contienen B; ; en el
otro, e intercambiando los indices i y j en las sumas que contienen B;; y A,
obtenemos

7__2/ 7 (0] dx— ZW,tO / AijviF(9)) dx

L [ i (R )~ F(0) + (01 0)F ()

—At

1

Integrando la primera integral, llegamos a

g _Zw, £,0)v;(t, O){ (¢i(2,0)) / Z 7JVJ F x}
. = vi(t,0

+Z/O wiBi jv; {F(9;) —F(¢:) + (¢ — 0;)F (¢:) } dx .

Esto conduce a la relacion si tenemos en cuenta la condicién de fron-

tera (7.10), que muestra que
oo (t,x)v(t,x) 1;(t,x)e
(£.0) = / Aij(6,x)v( i
0i(1,0) = vi( t 0 Z vi(2,0) vj(t,x)

Volvamos a la demostracion. La desigualdad de Jensen [20, p. 301], utili-

zando que
~+o0
/ Y owij)dx=1,
0 j
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y su version discreta muestran que

e, o (Y iMijo; N
F </0 ;.ul,J ¢]dx> g/() F( Zj.ui,j ) (;#:,J) dx
< [T mE0)a
X i,j j)ax.
o &K

Asf que la primera linea de la relacién (7.35)) es no positiva. La segunda linea
también es no positiva porque el término con i = j se cancela y porque para

i = j, la convexidad de F implica que la expresion dentro de las llaves es no

negativa mientras B; ; <0, w; > 0y v; > 0. Asi que % <O0. O

Proposicién 7.14. Sea 1(t,x) la solucion de (7.9)-(7.10) con la condicion
inicial 1(0,x). Sea

c= zk:/()+wlk(0,x) wi(0,x) dx.

Asi que
+o0
Z/ ‘Ik(t,x) e M —cvk(t,x)‘ wi(t,x)dx — 0. (7.36)
Z /0 t—+oo

Demostracion. Observamos que

I (t,x) — cve(r,x) e

es también una solucion de las ecuaciones lineales (7.9)-(7.10). Aplicando la
proposicién[7.13]a esta solucién con la funcién convexa F(x) = |x|, obtenemos
que Z (1), el lado izquierdo de , disminuye con el tiempo ¢ y por tanto
converge a un limite ¢. El hecho de que ¢ = 0 se demuestra con argumentos
similares a los de [51} p. 1259]. O

7.5 Apéndice: Sistemas cooperativos periodicos

Proposicion 7.15. Sea m > 2 un niimero entero, M : R — R™ "™ yna funcion
continua T-periddica tal que

Vi#j,VteR, M, (1) >0.

Supongamos que la matriz M(0) es irreducible. Las dos condiciones siguien-
tes son equivalentes:
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(i) existe X :R — R™ solucion T-periddica no idénticamente nula del sistema
‘% =M(1)X con X(t) = 0 para todo t € R;

(ii) la matriz ®(t) que es solucion del mismo sistema con la condicion inicial
®(0) = .7 verifica p(P(T)) = 1.

Demostracion. Como la matriz M(0) es irreducible, todas las componentes
de la matriz ®(¢) son positivas para todo ¢ > 0 (proposicién .

Supongamos (i). Como X(0) = X(T), tenemos ®(T)X(T) = P(T)X(0) =
X(T). Ahora X(T) > 0y X(T) #0. Asi que X(T) es un autovector no negativo
de la matriz ®(T), que es irreducible. La proposicién muestra que el
autovalor correspondiente, es decir, 1, es el radio espectral.

Supongamos (ii). Por el teorema de Perron-Frobenius, existe un vector v
con componentes positivas tal que ®(T)v = p(P(T))v =v. Sea X(¢) = D(r)v.
Las componentes de X(7) son positivas para todo ¢ > 0. Ademds,

dX do
e M(7)®(t)v = M(2)X(1)
y X(T) =®(T)v=v = D(0)v = X(0). Asi que X(¢) es T-periddico. O

7.6 Apéndice: Teorema de Krein-Rutman

Para la demostracion de los dos teoremas siguientes, véase [26l p. 221].

Teorema 7.1. (Teorema de Krein-Rutman). Sea X un espacio de Banach real.
Sea C C X un subconjunto cerrado, con interior C # &, tal que

) 0eC;
(i) VueC,weCVvVa=>0Vp >0, cu+pvecC;
(iii) ueCy—uecC=u=0.

Sea X € L (X) un operador compacto y fuertemente positivo: Yu € C\ {0},
2 u € C. Entonces el radio espectral p () es un autovalor simple de Ky
hay un autovector asociado en C. Todos los demds autovalores son estricta-
mente menores en médulo que p ().

Teorema 7.2. (Teorema de Krein-Rutman, version débil). Sea X un espacio
de Banach real. Sea C C X un subconjunto cerrado que verifica las condi-
ciones (i), (ii) y (iii) del teorema anterior y X = C —C. Sea # € £(X) un
operador compacto tal que p(# ") > 0. Entonces existe u € C tal que u #0'y
Hu=p()u



Capitulo 8

Una enfermedad transmitida por vectores con
estacionalidad

La leishmaniosis cutdnea es una enfermedad transmitida por in-
sectos, los flebotomos. En este capitulo se desarrolla un modelo
matemdtico que tiene en cuenta la estacionalidad de la pobla-
cion de insectos y la distribucion del periodo de incubacion en
humanos. Los pardmetros se ajustan a los datos de la provin-
cia de Chichaoua en Marruecos. Numéricamente, encontramos
Ry ~ 1,9. El modelo sugiere que la epidemia se detendria si la
poblacion de vectores se dividiera por (%o)>. En este estudio se
propuso una generalizacion de la definicion de %, de reproduc-
tividad adaptada a entornos periodicos.

8.1 Una epidemia de leishmaniosis en Marruecos

La leishmaniosis (o leishmaniasis) es un conjunto de enfermedades trans-
mitidas por vectores y causadas por protozoos del género Leishmania. El pa-
résito se transmite a los humanos a través de las picaduras de las hembras
de los fleb6tomos. La enfermedad es endémica en muchas partes de Africa,
Sudamérica, Centroamérica, el sur de Europa, Asia y Oriente Medio. Desde
el punto de vista eco-epidemioldgico, la leishmaniosis presenta cuatro formas
principales, dependiendo de si la leishmaniosis es visceral o cutdnea y de si
la transmision es zoondtica o antropondética. En las formas antroponéticas,
el ser humano es la tnica fuente de infeccién para los vectores de los flebo-
tomos. En los ciclos de transmision zoondtica, los animales son reservorios
que mantienen y propagan los parasitos. Cada afio se producen en el mundo
unos 500 000 nuevos casos de leishmaniosis visceral y entre 1 y 1,5 millones
de casos de leishmaniosis cutdnea. La leishmaniosis visceral es mortal si no
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se trata. La leishmaniosis cutdnea suele curarse por si sola, pero puede dejar
cicatrices desfigurantes.

Segtn el Ministerio de Salud Publica marroqui [52], la leishmaniosis cu-
tdnea antropondtica por Leishmania tropica era una enfermedad emergente
en la provincia de Chichaoua a principios de la década de 2000: se notifica-
ron oficialmente 1877 casos entre principios de 2000 y finales de 2004. La
figura [8.1] muestra la evolucién mensual del nimero de casos notificados en
la ciudad de Imintanoute, que represent6 cerca del 80 % de los casos de la
provincia, entre principios de 2001 y finales de 2004. Durante el afio 2000
se observaron algunos casos (43 en total), pero no se dispone del informe
mensual detallado.

180
160
140
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100
80

60 1
40 |

20 |

Figura 8.1: Nimero mensual de casos notificados de leishmaniosis cutdnea en Imin-
tanoute, en la provincia de Chichaoua, Marruecos, entre 2001 y 2004 [curva escalo-
nada]. Evolucién de la poblacion de Phlebotomus sergenti, segiin Souad Guernaoui
[circulos pequefios, escala no significativa].

Un estudio de campo demostré que los fleb6tomos de la especie Phleboto-
mus sergenti fue el responsable de la transmisién y ésta fue antropondtica: no
se detectd ningtin reservorio animal, como los perros, en este brote concreto.
La figura[8.1]también muestra las estimaciones de poblacién de Phlebotomus
sergenti obtenidas con trampas una o dos veces al mes desde junio de 2002
hasta diciembre de 2003. La poblacion de vectores se reduce a cero entre di-
ciembre y mayo. Esto se debe al particular ciclo de vida de los fleb6tomos
en esta region: durante estos meses, solo sobreviven los huevos y las larvas
escondidos en el suelo. Cuando la temperatura sube al principio de cada ve-
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rano, las larvas se metamorfosean en adultos voladores. La metamorfosis se
detiene cuando vuelve la estacion fria.

El objetivo de este capitulo es desarrollar un modelo matematico de es-
ta epidemia, estimar algunos pardmetros del ciclo de transmisién y estimar
la reproductividad %y que mide el esfuerzo necesario para detener la epide-
mia. Es este estudio particular el que condujo a una nueva definicién de la
reproductividad % en un entorno periédico como el radio espectral de un
operador integral (definicién[7.2) y a la férmula explicita en el caso particular
de la proposicién

Para el modelo, se destacan dos puntos. En primer lugar, existen fluctua-
ciones estacionales muy marcadas en la poblacién de vectores; los modelos
mads sencillos se obtienen suponiendo que la poblacién de vectores es periddi-
ca con un periodo igual a un afio. En segundo lugar, hay un retraso de varios
meses entre la infeccidn, que se produce en verano u otofio cuando la pobla-
cién de vectores es distinta de cero, y el inicio de los casos sintomaéticos, que
alcanza su punto méximo en invierno y primavera (fig. 8.1).

La seccion [8.2] presenta el sistema de ecuaciones diferenciales utilizado
para modelar la epidemia. La seccién [8.3] analiza el modelo, en particular la
estabilidad del estado estacionario sin infeccién. La seccion [8.4] presenta una
simulacién con pardmetros ajustados a los datos de la epidemia de la ciudad
de Imintanoute. A continuacién, estimamos la reproductividad %, para esta
epidemia en particular.

8.2 Modelo

Sean

= 5(¢): el nimero de fleb6tomos susceptibles en el momento ¢;
= i(¢): el nimero de fleb6tomos infectados;

= S(7): el nimero de humanos susceptibles;

= I(¢,x): humanos infectados en el momento 7 estructurados por el tiempo
x desde la infeccion;

= R(#): el niimero de humanos que son inmunes.

Para simplificar el modelo, no se tiene en cuenta el periodo de tiempo durante
el cual los humanos o los vectores estan infectados pero atin no son infec-
ciosos. El grupo de humanos «inmunizados» contiene tanto personas cuyas
lesiones han aparecido recientemente y han sido cubiertas por tejido como
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personas cuyas lesiones han sanado y son inmunes. Los casos reportados son
las personas que entran en el compartimento R. Se supone que las lesiones se
cubren tan pronto como aparecen; esto es obviamente una simplificacién de
la situacién real. El niimero total de humanos infectados es

Sean

(1) = /O " ex) dx.

N = S(¢) +1(t) + R(¢): 1a poblacién humana total;
p(t) = s(t) +i(¢): 1a poblacién total de flebGtomos;
A(t): 1a tasa de aparicién de los fleb6tomos;

u: la mortalidad de los fleb6tomos;

a: la frecuencia de las picaduras de los fleb6tomos;

b(x): la tasa de progreso de la infeccién a la inmunidad en los seres
humanos;

7: la tasa de pérdida de inmunidad;

q: la probabilidad de transmisién de la leishmaniosis de un fleb6tomo
a un humano durante una picadura;

g: la probabilidad de transmision de la leishmaniosis de un ser humano
a un fleb6tomo durante una picadura.

El modelo consta de las siguientes ecuaciones:

B A0 w0 - s (8.1)
I 0" i, (82)
B aqit® 1 yr(), (83)
10.0)=aqit) > Dy D= b1y, 64

R _ /0 T ) 11, x) dx— 7R(1). (8.5)
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con condiciones iniciales s(0), i(0), S(0), I(0,x) y R(0). Teniendo en cuenta
que

se tiene que
dp
2 =A@ —pp(r) (3.6)
t
y N =S(#) +1(¢) + R(¢) se mantiene constante a lo largo del tiempo. Si y/(x)
es la distribucion de probabilidad del tiempo desde la infeccion hasta los sin-
tomas en humanos y si 6(x) es la probabilidad de no desarrollar sintomas x
unidades de tiempo después de la infeccién, entonces

o(x)=1 —/Ox y(v)dy = exp (—'/O'xb(y)dy)- (8.7)

. - y(x)
A&“”*1<ﬁww@'

8.3 Analisis

Supongamos que A(?) es una funcién periédica de periodo T. Entonces
el sistema (8.I)—(8.3) tiene una solucién periddica sin enfermedad dada por
s(t) = p(t), i(t) =0, S(t) =N y I(t) = R(r) = 0, donde p(¢) es la dnica
solucion periddica de la ecuacién (8.6) Su estabilidad se estudia linealizando
el sistema. Obtenemos

di . I@) .

P aqgp(r) ~N wir), (8.8)
ol ol

1(¢,0) ~ aqi(t), E(I,x) + x(r,x) =—b(x)I(t,x). (8.9)

Este sistema incluye tanto una ecuacién diferencial lineal como una ecuacién
en derivadas parciales lineal. Para hacer la discusién mds simétrica, introduz-
camos la funcién i(,x) donde x es el tiempo transcurrido desde la infeccién
en los fleb6tomos. Sea J(¢,x) = (i(¢,x),I(z,x)). Escribiendo = en lugar de ~
para el sistema linealizado, tenemos

dJ dJ —u 0
E(I,x)—f—a(t,x): < 0 —b(x) )J(tvx)

0 agp(r) oo
J@@:( N )A 3(t,x) dx.

oq
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Asi,

! agp(t) o— [3b(y)d
0 = e Jordy
Jt0:/ N J(t—x,0)dx
0= [ gy o Yii-x0)
+o0 agp(t) .~ X, b(y)d
0 ALV o Sy DY) AY
+ N J(O,x—1t)dx.
[ ( aqefu[ 0 ) ( b )
Sea h(r) = J(z,0). Es la funcién vectorial cuyas componentes son el nimero
de nuevas infecciones por unidad de tiempo, o incidencia. Entonces la ecua-
cién anterior es una ecuacioén de renovacion de la forma

h(t) = /0' K(t,%) h(t — x) dx+ ho (1), (8.10)

donde K(z,x) es T-periédico en ¢ y ho(t) es una funcién dada. Obsérvese que
el coeficiente K; j(,x) en la fila i y la columna j de la matriz K(¢,x) es la
esperanza del nimero de individuos de tipo i (los vectores son de tipo 1, los
humanos son de tipo 2) que un individuo infectado de tipo j infectara por
unidad de tiempo en el momento ¢ si se infecté en el momento ¢ — x.

Sea & el conjunto de funciones continuas T-periddicas con valores en
R?. Hemos visto en el capitulo 7| que

h(t) ~eMv(t), t— +oo,

donde A es un nimero real y v € & es una funcién no negativa, no idéntica a
cero y tal que

v(t) = /0+°° e MK (t,x) v(t — x) dx. (8.11)

Mis precisamente, existe un dnico nimero real A para el que podemos en-
contrar un elemento de & que es no negativo y no idéntico a cero.

Sea %y el radio espectral del operador lineal #" que a v € & asocia la
funcién N

(AV)(t) = K(z,x)v(t —x) dx,
0
también en &. Segin el teorema de Krein-Rutman, existe u € &7\ {0} con
componentes no negativas tales que
~+oo
K(t,x)u(t —x)dx = Zou(t). (8.12)
0

Ademds, %, tiene las propiedades de un umbral epidémico: A > 0si Zy > 1,
mientras que A < 0si Zp < 1.



Capitulo 8 127

Si la funcién p(r) es una constante p, entonces K(#,x) no depende de ¢.
En este caso, consideremos la funcién constante u(¢) igual a un autovector
no negativo de la matriz no negativa [,"*K(x)dx, que es la matriz de la si-
guiente generacién. Vemos que % es el radio espectral de esta matriz. Mas
concretamente, obtenemos la formula

2 47 o0
%:\/O(chlxﬁ/o o (x)dx, (8.13)

que implica el producto del nimero medio de humanos infectados por un
fleb6tomo infectado (arg/pt) por el nimero medio de flebétomos infectados
por un humano infectado %2 [™ & (x) dx.

Si la funcién p(t) no es constante sino T-periddica, sea u = (u;,u2). En-
tonces el problema de autovalores (8.12)) se escribe

(XCYP()/erG( )iz (t — x) dx = Rouy (1)
aq/+°° “uy(t —x)dx = Royus(t).

Insertemos la segunda ecuacién en la primera. Vemos que si rg es tal que
existe una funcién T-periédica no negativa y no idéntica a cero u;(t) que
verifica

~+oo o0
i) [ o) [ e u-x—ydydy=rom(), .19
0 0
entonces
alqq
Ry = 1\? X ro. (8.15)

La formula (8.15) generaliza la férmula clasica (8.13)) para las enfermedades
vectoriales con una poblacién periddica de vectores. Nétese que rp es una
funcién complicada de p(¢), 6(x) y . Obviamente, r( es una funcién decre-
ciente de . Si ademds p(¢) se sustituye por € p(¢), entonces ry se sustituye
por €rgy. Asi, la conclusién cldsica de que una enfermedad vectorial puede
ser erradicada si la poblacién vectorial se divide por (%0)2, que es vdlida a
priori solo para una poblacion vectorial constante, sigue siendo cierta si la
poblacién vectorial es periddica, siempre que se utilice la definicién de %y
anterior.

Para evitar confusiones, recordemos que algunos autores denotan por %
lo que aqui serfa (%)>.
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8.4 Simulacion y estimacion de la reproductividad

Estimemos los pardmetros del modelo. La poblacién total de Imintanoute
es de unos 5000 habitantes. Sin embargo, algunas partes de la ciudad estan
mads afectadas que otras porque los fleb6tomos prefieren los lugares donde
pueden poner sus huevos, por ejemplo, cerca de los vertederos. En nuestro
modelo solo hay un grupo homogéneo. Una forma de abordar este problema
es considerar que la poblacion susceptible inicial N es desconocida pero con
la restriccién N < 5000, y debe determinarse al ajustar la curva epidémica a
los datos.

La esperanza de vida 1/u de un mosquito de arena adulto es de unos 10
dias. Por lo tanto, elegimos = 3 al mes.

Los datos de la figura [8.] muestran las fluctuaciones estacionales de la
poblacién de vectores dentro de una constante multiplicativa entre junio de
2002 y diciembre de 2003. La poblacién periddica de nuestro modelo se basa
en los datos de enero a diciembre de 2003. Por supuesto, la poblacién de
vectores entre junio y diciembre de 2002 no fue estrictamente la misma que
entre junio y diciembre de 2003, ya que, por ejemplo, la temperatura media
mensual puede haber sido ligeramente diferente de un afio a otro. Anotemos
Pmax €l nimero maximo de fleb6tomos durante un afio y planteemos

pl) =2 R = Ay = 20y - O

) b) .
Pmiax Pmiax Pmax Pmiax

Supongamos que la tasa de aparicién por mes de los fleb6tomos A(t) es una
funcién escalonada, con la anchura de los pasos igual al tiempo entre dos
observaciones de la poblacion de fleb6tomos. Las alturas de los escalones se
ajustan facilmente para que j(t) esté dada por

dp -
P — ()~ o) (8.16)

coincide con los datos (fig. y[8.2b). Mis precisamente, si 6 < 6| son
dos tiempos de observacién sucesivos, entonces

Al) = Ar = exp(U Oy 1) p(Oki1) —exp(i ;) p(6r) (8.17)

exp(lt O11) —exp( 6)

en el intervalo |6y ; 61 [. Esta eleccion resulta ser compatible con los datos,
ya que encontramos A > 0 en cada intervalo excepto, por supuesto, en el
tltimo intervalo al final de la estacién de transmision, para el que 5(6;) > 0
y p(6;,1) = 0, y para el que tomamos A(t) = 0.
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Figura 8.2: (a): tasa de aparici6n de los fleb6tomos A(t). (b): poblacién de fleb6tomos
p(t). La linea se calcula mediante la ecuacién (8.16).

Supongamos que a t = 0, digamos a principios de 2000, un humano im-
porta la infeccidn a la poblacién susceptible. En este momento, la poblacién
de vectores es cero. La condicién inicial es: s(0) =0, i(0) =0, S(0) =N—1,
I(0,x) = Oy—o (masa de Dirac en x = 0) y R(0) =0.

Para determinar b(x), se supone que la distribucién de probabilidad y/(x)
del tiempo entre la infeccién y los sintomas en humanos es una distribucién
Gamma:

y(x) =a"x"" e @ /T(v). (8.18)
Para los célculos numéricos, hay que tener en cuenta que para x — oo,

v e
1= fow(y)dy v (x) x

b(x)

Consideremos el sistema (8.1)—(8.5). Dividamos las dos primeras ecua-
ciones por pmsx. Obtenemos

s - _ 1)

= A~ us() - g s() 7 (8.19)
di 1) .

o =% 5(1) ~N wi(t), (8.20)
B pnanit Y R0, s21)

dr
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Figura 8.3: Nimero mensual de nuevos casos de leishmaniosis cutdnea calculado con
el modelo [linea de puntos] y nimero de casos notificados [funcién escalonada]. Tam-
bién se muestra la poblacién de fleb6tomos [negrita, escala arbitraria].

S(¢)

1(7,0) = 0t q pmax (1) N (8.22)

L)+ 91 (10) = b 11,9, (5.23)
dR tee

== /0 b(x) 1(t,x) dx — YR(1). (8.24)

Asi, siendo conocidos A(t) y u, los Gnicos pardmetros desconocidos son: N,
el producto o g, el producto & g pmax, ¥y los dos pardmetros a 'y v que definen
b(x). Recordemos que para la distribucién Gamma, v/a es la mediay /v /a
la desviacidn estandar.

Simulamos el sistema (8.19)—(8.24) con diferentes valores de los pardme-
tros. Obtenemos un ajuste bastante bueno al nimero de casos notificados cada
mes entre enero de 2001 y diciembre de 2004, es decir, a los datos de la figu-
ra con N =800, xg = 1,1 al mes, &g pmix = 16230 al mes, 1/y=1,2
afio, v/a = 6 mes, y /V/a = 1,5 mes (Fig.[8.3).

Utilizando estos valores de los pardmetros, podemos calcular numérica-
mente la reproductividad %, definida en la seccion anterior. En primer lugar,
para simplificar la ecuacion (8.14)), utilizamos el cambio de variable 8 =x+y
para obtener

(0) /0+°° o (x) eW/x+°°e—ﬂ9 wi (i —0)dOdx = roun (1).
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Integramos por partes y observamos que el término integrado desaparece.
Llegamos a

—+oo
p(t) /0 gx)ui(t—x)dx=rou(t), (8.25)

donde .
glx)= ef’”/ e o(y)dy. (8.26)
0

Como u () es T-periédico, vemos que

"0 ot
| ewum-xjar= [ sle—)m(®)do
0
:/OIg(t—B)ult— d9+2/ glt+(n+1)T—0)u;(6)do

:/g"(t—e)ul(e)de—i-/ 21— 0+T)ui(0)d6,
0 t

donde N
=Y g(x+nT). (8.27)
n=0

Asf que el problema de autovalores (8.25)) es equivalente al problema

t){/U’g(t—9)u1(9)d9+/rTg(t—9+T)u1(9)d9}zroul(t), (8.28)

que puede ser facilmente aproximado, ya que solo involucra los valores de
ui () en el intervalo [0; T]. En efecto, dejemos que n sea un nimero entero
suficientemente grande. Seat; = (i— 1)T/nparai=1,...,n,y sea py el radio
espectral del problema de autovalores

T i—1
',>n{2g(r,~ DU+ Y 86—+ T)U } poUi,  (8.29)
j=1

] i

que es de la forma .# U = pyU, donde .# es una matriz de orden n con
coeficientes no negativos y U = (Uy, ..., U,). Consideremos la relacion (8.15)
entre % y ro. Concluimos que

\/(OCZ]\) X (aqpméx) X pO/Nnjm%O'

Los resultados se presentan en la tabla[8.1]
En la préctica, calculamos los términos de (8.29) de la siguiente manera:
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Cuadro 8.1: Estimacién de la reproductividad %, en funcién del nimero n de puntos
de discretizacién del intervalo [0; T], que representa un afio.

n 25 50 100 200 400
o 190 193 194 194 1,94

= Para la poblacion normalizada de vectores p(t;), la ecuacién dp/dt =
A(t) — u p(2) y la suposicién de que A(f) es una funcién escalonada
dada por la férmula implican que

plti) = e M [5(6) — Ay /u] + Ae/ 1
si 6, <t; < Bx+1. Recordemos que p(r) se representa en la ﬁgurab).

» Para la funcién g(x), truncamos la suma (8.27), manteniendo solo los
dos primeros términos. Tomar mds de dos términos en la suma no cam-
bia ninguno de los nimeros de la tabla Para la funcién g(x), que

se utiliza para calcular g(x), utilizamos las ecuaciones (8.7) y (8.26) y
una integracion por partes para obtener la forma mds conveniente

g(x) = [e“"_/oxe“y y(y)dy+1—e - /Ox l/f(y)dy] /1.

= El radio espectral pg se calcula utilizando un software como Scilab.

Por ultimo, resulta que Zp ~ 1,94 (digamos 1,9). La epidemia podria ser
detenida si la poblacién de vectores se redujera por un factor de (%)? ~ 3.8.
Se verific6 numéricamente que una simulacién del sistema (8.19)-(8.24) de
ecuaciones diferenciales con el producto o g pmsx dividido por 3,7 sigue dan-
do una epidemia, mientras que no hay epidemia si este producto se divide por
3.9. Si en lugar de utilizar el método algo complicado de esta seccion, hubié-
ramos utilizado como férmula aproximada (8.13) con el simbolo p sustituido
por la media de p(¢), habriamos obtenido %, ~ 2,8, lo que sobreestima el
esfuerzo necesario para detener la epidemia.

En la actualidad no existe ningtn farmaco profilactico o vacuna que pue-
da utilizarse para prevenir la leishmaniosis. Los lugares de eclosion de los
fleb6tomos son generalmente desconocidos. Los esfuerzos de control que se
centran solo en las etapas inmaduras generalmente no son factibles. El control
de la leishmaniosis depende, por lo tanto, de las medidas adoptadas para re-
ducir la densidad de los fleb6tomos. Esta reduccién puede lograrse mediante
el uso de insecticidas.



Capitulo 9

Aproximacion a la reproductividad

El objetivo principal de este capitulo es obtener una formula
aproximada con dos términos para la reproductividad % de una
enfermedad vectorial cuya poblacion de vectores sufre pequeiias
Sfluctuaciones estacionales del tipo p(t) = po(1+ € cos(wt — ¢))
con |€| < 1. El primer término es similar al obtenido en el caso
de una poblacion constante p, pero con p sustituido por la me-
dia pg de la poblacion vectorial. La mdxima correccion relativa
debida al segundo término es €* /16y siempre tiende a disminuir
. La reproductividad % es el radio espectral de un operador
integral. Comparamos cuatro métodos numéricos para el cdlculo
de Xy utilizando como ejemplo un modelo para la epidemia de
chikungunya en La Reunion en 2005-2006. Las formulas aproxi-
madas y los métodos numéricos pueden utilizarse para muchos
otros modelos epidémicos que tengan en cuenta la estacionali-
dad.

9.1 Una epidemia de chikungunya en La Reunién

Desde marzo de 2005, una epidemia de chikungunya afect6 por primera
vez a la isla de La Reunidn, en el océano Indico. Tras un primer pico con mas
de 400 nuevos casos por semana en mayo de 2005, la epidemia se ralentiz6
(fig.[0.Th) debido al invierno austral, més fresco y menos lluvioso (fig.[9.1p)
y, por tanto, menos favorable a la proliferacion del Aedes albopictus, el mos-
quito vector que transmite el virus del chikungunya a los humanos. Hay que
tener en cuenta que la isla de La Reunién estd en el hemisferio sur. El Aedes
albopictus también fue responsable de una pequeiia epidemia de dengue que
dur6 de abril a julio de 2004, es decir, hasta el comienzo del invierno austral
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[57]. Esto probablemente llevé a los epidemidlogos a creer que el escenario
de la epidemia de dengue se repetiria con el chikungunya y que una campa-
fia de control de mosquitos a pequefia escala y la biisqueda activa de casos
serfan suficientes para detener la epidemia antes del final del invierno. Este
no ha sido el caso. Tras alcanzar un minimo de menos de 100 casos nuevos
por semana en septiembre de 2005, la epidemia de chikungunya empez6 a
crecer de nuevo y alcanzé un maximo de 40 000 casos nuevos por semana en
febrero de 2006. Para entonces, la epidemia se habia convertido en un tema
de controversia cientifica y politica. ;Por qué los epidemi6logos no habian
sido capaces de predecir la epidemia? ;Por qué el Departamento de Salud no
habia iniciado con suficiente antelacion una campaia de control de vectores
a gran escala? En julio de 2006, mas de 260 000 personas habian contraido la
enfermedad desde el comienzo de la epidemia, aproximadamente un tercio de
la poblacién de la isla. En unos 200 certificados de defuncién se mencionaba
el chikungunya como una de las causas de muerte. Ademds, la epidemia ha
tenido un efecto significativo en la economia de la isla, especialmente en el
turismo. El efecto combinado del invierno y el control de vectores habia he-
cho que el nimero de nuevos casos por semana fuera inferior a 1 000 en julio
de 2006.

Una cuestion importante era si la epidemia podria atravesar de nuevo el
invierno y provocar un nuevo pico importante al verano siguiente. Como se
ha comentado en capitulos anteriores, los epidemidlogos se interesan por un
parametro asociado a la epidemia, la reproductividad %, a menudo definida
como el nimero medio de casos secundarios causados por un primer caso al
principio de la epidemia. Si %y > 1, entonces la epidemia estd creciendo. Si
Zp < 1, entonces se detiene. Al igual que en el trabajo de Ronald Ross sobre
la malaria [10, capitulo 14], la férmula para %, en el caso de enfermedades
transmitidas por vectores es

a’qqp

%:
0 b‘qu

9.1
donde « es la frecuencia con la que pican los vectores, g y g son las pro-
babilidades de transmision por picadura de vector a humano y de humano a
vector, p es la poblacién de vectores, N es la poblacién humana, 1/b es la
duracién media de la infeccién en humanos, y 1/ es la esperanza de vida de
los vectores adultos.

Esta férmula muestra en particular que %, es proporcional a /p. Si un
sistema de vigilancia hubiera podido rastrear la densidad de vectores antes y
durante la epidemia, y si se hubiera conocido el valor numérico de %, enton-
ces se podria haber predicho que la epidemia se detendria si una intervencién
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Figura 9.1: (a) Nimero estimado de nuevos casos por semana representado en dos
escalas diferentes. En el eje vertical de la izquierda se puede ver claramente la curva
epidémica del afio 2005. En el eje vertical de la derecha, podemos ver la evolucién
en 2006. Datos del Institut de veille sanitaire. (b) Temperaturas mdximas y minimas
en grados Celsius [curvas superior e intermedia, eje izquierdo] y precipitaciones en
milimetros por mes [curva inferior, eje derecho] en la ciudad de Sainte-Marie, La
Reunién. Datos de Météo France.
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contra los vectores dividia su densidad por (%)>. Sin embargo, como no
existia entonces ningin sistema de vigilancia de la densidad del Aedes albo-
pictus en La Reunién, el método descrito no podia funcionar. Por lo tanto,
parecia simplemente imposible responder razonablemente a la pregunta de si
la epidemia de chikungunya volveria a atravesar el invierno.

En este capitulo, nos centramos en la parte mas tedrica del problema, a
saber, la estimacién de la reproductividad %y. Un aspecto sorprendente de la
epidemia de chikungunya es su estacionalidad. Sin embargo, la férmula (9.1)
supone que la poblacién de vectores p es constante a lo largo del afio. Se plan-
tean varias cuestiones: ;cémo definir % cuando se tiene en cuenta la esta-
cionalidad, por ejemplo si suponemos que el vector poblacién es una funcién
p(t) periddica en el tiempo? ;Cémo calcular Z,? (Existen casos especiales
en los que podamos obtener una férmula sencilla similar a (9.1))? Obviamente,
estas preguntas no son especificas del chikungunya. Surgen, por ejemplo, du-
rante la aparicion de otras enfermedades transmitidas por vectores y, de forma
mads general, para los problemas de dindmica poblacional influidos por la es-
tacionalidad en epidemiologia, ecologia, demografia, inmunologia, genética
de poblaciones...

Los capitulos anteriores han comenzado a responder a algunas de estas
preguntas. Contienen una definicién de % en un entorno periédico como el
radio espectral de un operador integral lineal sobre un espacio de funciones
periddicas. También se ha propuesto un algoritmo para calcular %, basado en
la discretizacién del operador integral. Este algoritmo se utiliz6 para estimar
% durante una epidemia de leishmaniosis cutdnea en Marruecos, cuyas fluc-
tuaciones de la poblacién de vectores se conocian con precisién gracias a las
encuestas de campo.

Este nuevo capitulo estd organizado de la siguiente manera. En la sec-
cién[9.2] recordamos la definicion de % y también mostramos para una cier-
ta clase de modelos «ciclicos» que el problema integral de autovalores en
dimension m se reduce a un problema unidimensional. En la mayor parte del
capitulo, nos interesa el caso especial en el que el niicleo del problema redu-
cido es de la forma

K(r,x) = f(t) 8(x),

donde f(r) es una funcién periédica. Este caso ya incluye muchos modelos
de enfermedades vectoriales y de transmision directa.

En la seccién 0.3] presentamos cuatro métodos numéricos para calcu-
lar %, en problemas integrales de autovalores unidimensionales. El primer
método es el ya presentado en la seccién [8.4} es una simple discretizacién
del operador integral. El segundo método utiliza las series de Fourier. Am-
bos métodos funcionan para una funcién general g(x) y una funcién peri6-
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dica f(¢). El tercer método se refiere dnicamente al caso especial en el que
f(t) =14¢€cos(wt — ¢); combina las series de Fourier con un método de per-
turbacion para € pequefio. El cuarto método funciona para sistemas lineales
de ecuaciones diferenciales ordinarias con coeficientes periddicos.

En la seccion [0.4] consideramos las enfermedades vectoriales y supone-
mos que la poblacién vectorial viene dada por

p(t) = po[l+€ecos(wt—¢)] . 9.2)

Utilizando primero un modelo simple para la malaria y los resultados de la
seccion [0.3.3] mostramos que con las mismas notaciones que para la formu-
la (9.1), la reproductividad es tal que

a*qqpo by €
AUy - LUy [ R S :
Ho buN ( o>+ (b+p)? 4 ©-3)

donde € es pequefio. Esta férmula generaliza la férmula (9.1)). El primer tér-
mino es similar al que se obtiene en el caso de una poblacién constante p de
vectores, pero con p sustituido por la poblacién media de vectores pg. La ma-
xXima correccion relativa debida al segundo término es £2/16 y siempre tiende
a disminuir Zy. A continuacién, pasamos a la epidemia de chikungunya uti-
lizando un modelo algo mas complicado. La forma simplificada (9.2)) para la
poblacion vectorial no parece demasiado descabellada cuando observamos las
curvas de temperatura y precipitacion en la Isla de La Reunion (fig.[9.1p): am-
bas tienen un solo maximo cada afio alrededor de febrero. Después de estimar
los pardmetros de este modelo, comparamos los cuatro métodos numéricos de
la seccién para el célculo de la reproductividad %;. Sin embargo, no hay
que tomar demasiado en serio el valor numérico de %, obtenido de esta ma-
nera para la epidemia de chikungunya, dado que los valores de los parametros
no se conocen con precisién y dada la simplicidad de la hipotesis (9.2). Esto
puede considerarse como un ejercicio para probar los diferentes métodos nu-
méricos, como una fuente de inspiracion para desarrollar la teoria, o como un
primer intento de modelizacidn a la espera de los estudios de campo sobre las
fluctuaciones de la poblacién de Aedes albopictus.

La dltima seccién discute la aplicabilidad del método de la seccion[9.3.3]
para obtener férmulas aproximadas para % en el contexto de otros mode-
los matemadticos de enfermedades infecciosas con coeficientes periédicos, en
particular para el modelo S-I-R con tasa de contacto periddica y periodo in-
feccioso fijo, y también para el modelo S-E-I-R con tasa de contacto periddica
y periodos de latencia e infectividad distribuidos exponencialmente.
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9.2 Recordatorio de la definiciéon de reproductividad

Paratodot € Ry x > 0, sea K(#,x) una matriz de orden m con coeficien-
tes no negativos. Supongamos que K(z,x) es una funcién periddica de ¢ de
periodo T para todo x > 0.

La idea detrés de la funcién K(¢,x) es la de un modelo epidémico con m
compartimentos infectados (I3,Ip,...,1,), que pueden ser infecciosos o la-
tentes. El coeficiente K; ;(#,x) en la fila i y la columna j representa el nimero
esperado de individuos en el compartimento I; que un individuo en el compar-
timento I; generaria al principio de una epidemia por unidad de tiempo en el
momento 7 si ha estado en el compartimento I; durante x unidades de tiempo.
La suposicién de periodicidad en K(¢,x) representa un entorno periédico.

Consideremos el operador integral lineal .#” definido por

(V)(t) = /()+w K(z,x)v(t —x)dx 9.4

en el espacio de funciones continuas T-periddicas con valores en R™. Con los
supuestos de periodicidad en K(z,x) y v(z), la férmula (9.4) puede escribirse

(V) (1) = /0 Rit.s)v(s) ds

donde
—+oo
Y K(t,t—s+kT) si s<t,
K(t,5) =4 *2
Y K(t,t—s+kT) si s>t
k=1

(proposicién [7.1)). El operador %" es el operador de la siguiente generacién
y K(#,x) el nicleo asociado. Sea % el radio espectral de ¢ . El operador
¢ es no negativo. Bajo algunos supuestos técnicos (véase el capitulo[7), el
teorema de Krein-Rutman muestra que % es un autovalor de . y que existe
una autofuncién no negativa u asociada a Z:
~+o0
A K(t,x)u(t —x)dx = Zou(t). 9.5)
En el resto de este capitulo, consideramos modelos «ciclicos» que tienen
la siguiente forma especial: todos los elementos K; ;(#,x) del niicleo son cero
excepto Ky ,(¢,x) y Kj11,(¢,x) para 1 < j < m— 1. Esto incluye en particular
el caso general unidimensional m = 1 con un niicleo arbitrario K(z,x). Sea

u(t) = (u1(2),...,un(t)).
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El problema integral de autovalores (9.5) se escribe
~+oo
Kin(t, %) tm(t —x)dx = FHou (1),
0
o0
Kip1,j(t,x)uj(t —x)dx=Zouj1(t), 1<j<m—1.

Sustituimos sucesivamente la ecuaciéoncon j=m—1, j=m—2,...j=1en
la primera ecuacién :

o0 oo
/0 o Kim(t,x1) K1 (t —x1,%2) - Ko 1 (t —x1 — - — Xpn—1,Xm)
ui(t—xy— - —xp)dxy - -dx, = (%o)" ui(1).
Nétese una propiedad importante: si un elemento no nulo K; ;(z,x) se mul-
tiplica por alguna constante, entonces (%))" también se multiplica por la

misma constante. El cambio de variable (x; = x1,...,Xy—1 = Xp—1,X = X1 +
-+ +x,,) conduce a
oo _

A K(t,x) ur (t —x) dx = (%o)" w1 (1), 9.6)

donde K(,x) es la integral de la hipersuperficie

K(t,x) = [ Kipm(t,x1) K1 (1 —x1,%2) - Koy (1 =x1 = - — X1, %) "
o

y
ol ={(x1,...,xm) ER™M x1 4+ +xm =x,x1 20,..., %, =0}

Asi hemos reducido el problema integral de autovalores (9.3)) en dimensién
m a un problema unidimensional (9.6).

En el resto de este capitulo, excepto en la seccién[9.3.4] consideramos el
caso especial en el que

Kim(t,%) = f(1) gm(x);  Kjprj(t,x) = gj(x), 1<j<m—1. (97)
La ecuacién (9.6) se convierte en
+oo
1) [ gy e —x)dx = (@80 1), ©.8)

donde X
g(x) = /mgl(x1)~~-gm(xm)dc;". 9.9)

X
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Sim =1, el nicleo se reduce a K(z,x) = () g1 (x) de modo que g(x) = g1 (x).
Si

gi(x) =aje ™, 1< j<m, (9.10)
podemos demostrar (ver apéndice [9.6) partiendo de la relacién (9.9) que

m e—bjx

m _. 9.11
jzzlnk;éj(bk_bj) G-I

gx)=ai--a

Esta férmula, similar a la de Bateman en fisica nuclear, sigue siendo vdlida
para m = 1 con la convencién habitual de que el producto sobre un conjunto
vacio es igual a 1.

9.3 Métodos numéricos para calcular la reproductividad

9.3.1 Discretizacion del problema integral de autovalores

Este método consiste en discretizar el problema integral de autovalores
(9-8). Se presenta en la seccién [8.4} por lo tanto, solo lo recordamos breve-
mente. Sea n un ndmero entero suficientemente grande y sea f, = (k— 1) T/n,
donde k=1,2,...,n. Sea

+o0
gx)=Y glx+kT). 9.12)
k=0

Sea r(()") el radio espectral de la matriz del problema de autovalores

T k—1 n .
flw) Y ati—1)Uj+ Y gl —t;+DU; | =" U, (9.13)
= =k

donde (U;) es un autovector. Se espera que r(()") — (%)™ cuando n — oo,

(n)

El célculo numérico de rO" se puede hacer con el software libre Scilab. Si
gi(x) =aj e bix para cualquier 1 < j < m, se deduce de la relacién (9.11))
que

efhjx

g(x) =daj-- -amj; (1 _e*bjT> I_L#J(bl _bj) . (914)
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9.3.2 Series de Fourier: el caso periodico general

Sea @ =27 /T. Consideremos la descomposicién de Fourier de la funcién
periGdica f(¢):

. 1 /T .
f6)y=Y fe", fi=— / F(e)e M dr, (9.15)

ke T Jo
donde Z es el conjunto de enteros relativos y i> = —1. Los coeficientes f; son

niimeros complejos tales que f_; = f;’ (el exponente * designa aqui el nimero
complejo conjugado). Buscamos una solucion real de la ecuacion (9.8) de la
forma

ur(t) =Y cpeli®. (9.16)
keZ

Los coeficientes ¢, son también nimeros complejos tales que c_; = cj. Sus-

tituimos las expresiones y (0.16) en la ecuacion (9.8):
(Z fkekiwt> (Z g;kckekiwt> _ (%O)m Z ckekicot7 9.17)

keZ kEZ keZ

donde .
8k :/ g(x)e Mo gy, (9.18)
0
De la definicion (9.9) se deduce que

oo . oo .
k= ( g1(x) ek“‘”dx> . ( gm(x) eklwxdx> . (9.19)
0 0

Si gi(x) = axeb** para todo 1 < k < m, entonces
~ aj---dm
= 9.20
8= by + ko) - (b + ko) ©:20)
para todo k € Z. La ecuacién (9.17) puede escribirse
Z Z fk—j (/g\j cj ekia)t _ (%O)m Z Ck ekiwt.
keZ \jeZ keZ
Esta igualdad es verdadera si y solo si
Y fij8ici= (%) cx 9.21)

JEZL
para todo k € Z. Obsérvese que fj — 0y g; — 0 cuando j — =oo. Si r(()"> es
el radio espectral de la matriz cuadrada truncada (fy—;g;)—n<k, j<n» €NtONCes

esperamos que r(()"> — (%y)™ cuando n — oo
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9.3.3 Series de Fourier: el caso sinusoidal

Supongamos que
f(t)=1+¢cos(wt—9), (9.22)

donde 0 < € < 1y0< ¢ <2m. Esto se llama funcién senoidal. Para el pro-
blema de autovalores , vemos que un desplazamiento temporal de f(¢)
no cambia Zy. En efecto, si (%)™ es el radio espectral asociado a f(7) con
la autofuncién v; (), entonces (%)™ sigue siendo el radio espectral asociado
a f(t) = f(t — 7) con la autofuncién v () = v (t — 7). Para el cdlculo de %,
podemos entonces suponer ¢ = 0, de modo que

€

€ . .
) =14 Selor & i
f) + 5¢ + 5¢

Obviamente, tenemos fy = 1, fi = f-1 = § y fi = 0 para |k| > 1. El sistema

(©:21) se convierte en

;?kfl Ck—1+ 8k Ck + §§k+l k1 = (o)™ cx (9.23)
para todo k € Z. Como la funcién g(x) es de valor real, el coeficiente g; dado
por la definicién verifica g_; = g;. De este hecho se deduce que la
ecuacién (9.23) con c_ en el segundo miembro es simplemente el conjugado
complejo de la ecuacién (9.23) con ¢, en el segundo miembro. Asi que pode-
mos olvidarnos de las ecuaciones para k < 0. Recordemos que c_j = ¢]
y -1 = &;. El problema de autovalores con k € Z se reduce a

o)

f£gici  + gco +  Sgia = (Z)"co,
S&-1c-1 + Gk + S&@iarr = (%), (k=1).
(9.24)

La autofuncién vy (¢) se puede normalizar de manera que ¢y = 1. Esto es po-
sible porque la funcién v (¢) es positiva, por lo que

1 /T
== t)dt > 0.
Co T/() v1( )
Busquemos una solucion del sistema (9.24) de la forma

(Zo)" =Y pje!, =Y crj€, (9.25)

Jj=0 j=0

lo que se espera que sea valido al menos para € pequefio. Dado que ¢y = 1,
nétese que cop = 1y cp,; = 0 para todo j > 1. Insertamos las expresiones
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(9.23)) en la primera ecuacién del sistema (9.24) y separamos las potencias de
€/. Obtenemos gy = po y

g] * §

+

2 Lt
para todo j > 1. Del mismo modo, insertando las expresmnes (9.25) en la
segunda ecuacion del sistema (9.24), llegamos a gy cx0 = pPocyo pour tout
k>1et

cLi1=p; 9.26)

~

8k 1 8k+
5 Ck-1,j- 1+ 8kckj+ =5 5 Ck+1,j 1= Zpéckj ¢ 9.27)

paratodok > 1y j > 1. Asi, paratodo k > 1
(80— &) cro=0.

Entonces ¢ = 0, ya que g(x) es no negativa y no idénticamente cero, por lo
que

oo .
%o—8i = / (1—e M9 o(x)dx £ 0.
0
Sabiendo que
Po=80, cko=0((k=>1), coo=1, co;=0(j=1),

vemos con las ecuaciones (9.26) y que los coeficientes p; y cx,;j para
todok > 1y j > 1 se calculan recursivamente:

p; =Re(gic1j-1), 9.28)
1 ~
*I T =& ng1€k Li= 1+g2 Chplj1— ZPeCkJ ¢ (9.29)

donde Re(z) denota la parte real del nimero complejo z. Mds precisamente,
si los coeficientes py y cx ¢ se calculan para ¢ < j—1y k > 1, entonces las
férmulas dan una expresién para p; y c ; para todo k > 1. Este algoritmo
puede comenzar porque P y los coeficientes cy o son conocidos. Usando las
ecuaciones (9.28)-(9.29), podemos ver ficilmente que ¢ ; = 0 para k > j,
que p; = 0 para cualquier entero impar j, y que ¢, j = 0 cuando k > 1 es
impar mientras j > 1 es par.

En la préctica, fijemos un nimero entero k > 1 y consideremos el vector
(Pj)o<j<k y la matriz rectangular (¢ j)o<k<i+1,0<j<x- S€a Po = 8o, co,0 = 1,
¢k,;j = 0 para todo k > j en la matriz y co ; = 0 para 1 < j < k. El algoritmo
funciona asi:
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para j=1aK,
calcular p; usando (9.28))

para k=1 a j,
| calcular ¢ ; utilizando (9.29)
fin;
fin.
De este modo, es fécil ver que
. | s
pL=0, c1j===2 sze(Ag 81 ) (9.30)
2(g0—&1) 2 80— 281
Finalmente encontramos
2 o~ o~
. E
(%o)" %go+Re<Ag0gA> 9.31)
2 80— &1

para € pequefio; se trata de la correccién de menor orden para la reproducti-
vidad cuando se tienen en cuenta las pequefias variaciones estacionales.

Observacion 9.1. Observamos que
l—¢gcos(wt—¢)=1+ecos(w(t+T/2)—9).

Asi, el cambio de € a —& corresponde a un desplazamiento temporal de f(t).
Por lo tanto, de acuerdo con la observacién hecha al principio de la seccién
Zy debe permanecer sin cambios. Esto explica por qué los términos
impares P41 (j > 0) en la expansion en serie de %, son cero.

Observacion 9.2. La funcién sinusoidal no es tan particular como pa-
rece a primera vista. En efecto, para cualquier funcién T-periddica positiva
con, por ejemplo, una media igual a 1, los primeros términos del desarrollo
de Fourier son 1+ fj cos(wr) + f{ sen(®t), que se puede poner en la forma

1+ecos(wt — @) con e = +/(f1)2+ (f])* y ¢ = arctan(f]/ f1).

Observacion 9.3. Parece dificil determinar los radios de convergencia de las
series enteras (9.23). Los teoremas generales sobre las perturbaciones analiti-
cas de los operadores lineales mostrarian que estos radios son positivos ya que
o es un autovalor aislado simple del operador de la siguiente generacion.

Observacion 9.4. El método de perturbacion utilizado en esta seccion puede
considerarse desde un punto de vista mas general. Consideremos, por ejem-
plo, el primer miembro de la ecuacién (9.8), siendo la funcién f(¢) dada por
la relacién (9.22), como un operador lineal % en el espacio &7 de funciones
reales continuas y T-periddicas. Sea

T
<II/1,1V2>:/O w1 (1) wa(r) dt.
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Consideremos el problema de autovalores no perturbado % w = A y, es decir

rtoo
[ s@vi—xar=ay().
Busquemos una solucién de la forma

_ Z ay ekiwt.

keZ

Encontramos (A — g)a; = 0 para todo k. Asi que los autovalores vienen
dados por A, = §1§ para k € Z vy el autoespacio asociado a A; estd genera-
do por y(t) = €X' Los y; forman una base. Consideremos la base dual

Bielt) = e K9 /T con k € Z, tal que (y;, §i) — 1 para j — K y (y, ) = 0
para j # k. El operador .Z; es de la forma

Le=Ly+ed,

donde .
(£W)(0) = cos(@1=9) [ s(x)wlt-v)dx,

Estamos interesados en la perturbacion
Po+EPI+E Pyt

del autovalor Ay = pyp = go, cuya autofuncién asociada Yy = 1 es positiva.
Utilizando las conocidas férmulas de la mecanica cudntica [22, capitulo XI],
obtenemos

o T
pP1 = <$,l[/0,l/[}0> = g%)/o COS(a)t7¢)dt =0,

Lo, Ui ) (L v, W
P2:Z< Yo, Vi) (<L W, Yo)

k0 Ao — X

1 T |

= 808k / cos(wr — ¢)eli®! dt :Re< %081 )
T /7080 — 8k 2 20— 81

que es idéntica a la formula (9.30). Las expresiones para las correcciones de
orden superior son mas complicadas: el método ad hoc y el algoritmo que
utilizamos para calcular el p; parecen mds practicos.
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9.3.4 Aplicacion de la teoria de Floquet

En esta seccidn, consideramos el sistema lineal de ecuaciones diferencia-
les ordinarias

dl

= —Bi(2) 11 (2) + o (1) L (1), 9.32)
dl;
= B (O () F ()0, 1<j<m—1, (933

donde todas las funciones f;(t) y ;(t) son T-periddicas. Este sistema pue-
de surgir de la linealizacién cerca del equilibrio libre de enfermedad de un
modelo epidémico no lineal. El nicleo del operador de préxima generacion
asociado viene dado por

Kin(1,x) = oy (1) e aPrO)s,

Kji1,j(1,%) = a(r) e aPrilds o p < icm—1,

y K; j(t,x) = 0 para todos los demds indices. Se trata, pues, de un modelo
ciclico en el sentido de la seccién[09.2] Una observacion en esta seccién mues-
tra que si, por ejemplo, «;(¢) se multiplica por una determinada constante,
entonces (%)™ se multiplica por la misma constante.

La teorfa de Floquet aplicada al sistema (9.32)-(9.33) muestra que el equi-
librio nulo es inestable si y solo si el radio espectral de la matriz de monodro-
mia es mayor que 1. Asi, la reproductividad %, es también el inico nimero
real positivo tal que el radio espectral de la matriz X(T) es igual a 1, donde
X(T) es la solucién en el tiempo ¢ = T del sistema de ecuaciones diferenciales

—Bie) 0 - 0 0
o (1) 0
Ko
dX
—= 0 X(t)
: . ", . 0
0 e 0 améz)(l) —Bu?)

con la condicién inicial X(0) = .# (la matriz identidad de orden m). Asi, %o
se calcula combinando un método dicotémico con un software como Scilab
que resuelve numéricamente las ecuaciones diferenciales ordinarias.
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9.4 Enfermedades transmitidas por vectores

94.1 Malaria

Consideramos en esta seccién un modelo muy simple para la malaria,
concretamente una variacién de uno de los primeros modelos propuestos por
Ross [[10, capitulo 14] con una poblacién periddica de vectores. Introduzca-
mos las notaciones:

= S(¢) es la poblacién humana susceptible;

I(¢) es la poblacién humana infectada;

N = S(¢) +1(z) es la poblacién humana total,

= s(¢) es la poblacion de vectores susceptible;

i(¢) es la poblacién de vectores infectados;

= p(t) = s(¢)+i(z) es la poblacién total de vectores.
Ademds, se consideran los siguientes parametros:

= ) es la tasa de curacidn de los seres humanos;

= ( es latasa a la que los vectores pican;

q (0 @) es la probabilidad de transmisién por picadura de vector a hu-
mano (o de humano a vector);

A(t) es el nimero de nuevos vectores adultos que surgen por unidad de
tiempo, que es una funcién T-periddica;

= [ es la mortalidad de los vectores.

El modelo estd dado por

%:A(I) —ogs(t) % —us(1), ©.34)
U agst) ™) i) 9.35)
y
% — _aqi(n) % b1, (9.36)
B aqin) X b1, 9.37)



148

Sumando las ecuaciones (9.34) y (9.35)), vemos que

P — A0 - up0)

Se supone que p(¢) viene dado por
p(t) = po[l + €cos(wr — ¢)].

Como se conoce U, esto determina A(7). Linealizando el sistema (9.34)-
(9.37) cerca del equilibrio libre de enfermedad, obtenemos

di ) dl
— =~ ogp(t) — —ui(t — =~ oaqi(t)—bl(r). 9.38
g 2 ap(t) ki), -~ oqi) = bl) (9.38)
El niicleo del operador de nueva generacion asociado es
0 agp(t) e—bx
K(t,x) = N . 9.39
( ﬂx) < aqe_ux 0 ( )

Es ciclico de la forma particular (9.7), con las funciones g;(x) (1 < j < 2)de
la forma (9.10) y f(¢) = 1+ ecos(wt — ¢). La férmula (9.20) da
= o’ qqpo
T (b+jie)(u+ jio)N
para todo j € Z. La relacién (9.31) es finalmente de la forma
2

o qqpo bu 3
i UL R .
(%) buN ( ©*+ (b+u)?> 2

| &2 qqpo bu e
Ty~ ——— |1 - ————5 — ]. 9.41
0 buN < o+ (b+u)? 4 ©41)

Esta es la correccion de menor orden de la férmula (9.1). Tenemos la des-
igualdad

(9.40)

Asi que

2 2

bu £ bu & &
S5 7 S7 5 7 S-
o>+ (b+u)r 4 " (b+u)?2 4 16
Esto nos lleva a la siguiente conclusién:

El primer término de la férmula aproximada para %, es el mis-
mo que para el caso de una poblacién constante p de vectores
pero con p sustituido por la poblacién media de vectores pg. La
médxima correccion relativa debida al segundo término es £2/16
y siempre tiende a disminuir Zj.

Dado que 0 < € < 1, la correccién relativa es siempre inferior a 1/16, es decir,
alrededor del 6 %.
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9.4.2 Chikungunya en La Reunién

El chikungunya es una enfermedad virica que parece provocar una inmu-
nidad duradera. Si ademds queremos tener en cuenta el periodo de incubacién
en humanos y vectores, el siguiente modelo parece ajustarse:

B A0 —as)" Y puste). 042
9 —as) W rwet, Y —yew)-pit), 043
% = —ai(r) SYI) (9.44)
E—ai) % —cB(), = cB() - b1(), 9.45)
&= bi0), (9.46)

donde ademas de los parametros anteriores:
= asumimos que ¢ = ¢ 'y ponemos a = Qgq;
= ¢(1) es la poblacién de vectores infectados pero no infecciosos;
= E(#) es la poblacién humana infectada pero no infecciosa;
= R(?) es la poblacién humana inmunizada;
= N=S(¢t)+E(r) +1(r) + R(z) es la poblacién humana total;
= 1/7ves el periodo medio de latencia en vectores;
= 1/c es el periodo medio de latencia en humanos.

La poblacién humana total N es constante, mientras que la poblacién vectorial
total p(7) = s(t) +e(t) +i(z) se mantiene

9P — A~ p().

Utilizamos este modelo para tratar de estimar la reproductividad %, para
la epidemia de chikungunya de 2005 y 2006 en la Isla de La Reunién. Como
se desconocen las fluctuaciones de la poblacién vectorial, tomamos la forma
simple p(¢) = po(1+ € cos(wt — ¢)), lo que no es demasiado descabellado si
observamos las curvas de temperatura y precipitacion en la isla de La Reu-
nién (fig. 0.Ip), ambas con un tnico maximo anual en torno a febrero y un
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minimo en torno a julio. Asi, el periodo T = Z es de un afio y podemos to-

mar ¢ = 12 La funcién s(r) se puede ehmlnar del sistema ya
que s(r) = p(t) —e(¢) — i(¢). Los demds valores de los parametros utlhzados

para la simulacién se resumen en la tabla Por ejemplo, [81} n.° 83] hace
referencia a la pregunta 83 de las preguntas frecuentes del sitio [81]] creado
por epidemidlogos y dedicado a la epidemia de chikungunya en La Reunién.
Se estima que la incubacién en humanos dura de 3 a 7 dias [29, p. 6] o
de 4 a 7 dias [81, n.° 101]. Pero segun [81 n.° 156], los humanos pueden
empezar a ser infecciosos 2 o 3 dias antes de los sintomas. Asi que elegimos
4 dfas para el periodo de latencia. El periodo infeccioso tras los sintomas en
humanos se estima en unos 5 dias [29] p. 7] o entre 5 y 7 dias [81} n.° 49/52].
Teniendo en cuenta la observacién anterior, se toma un valor de 7 dias para
todo el periodo infeccioso. El periodo de latencia en los vectores se estima
en 9-14 dias, 4-5 dias o 1-2 semanas. Elegimos 7 dias. Una vez infectados,
los vectores parecen permanecer infectados hasta que mueren. La vida de un
vector adulto se estima entre 4 y 10 semanas o varias semanas. Elegimos un
mes. El vector puede picar 5 o 6 veces a lo largo de su vida [81], n.° 404]: se
eligi6é una media de una picadura cada 4 dias. No se sabia si el vector infec-
tado podia transmitir el virus a sus huevos [81} n.® 83/385/442]: el modelo no
considera esta posibilidad. La infeccién en los seres humanos conduce a un
estado de inmunidad que probablemente dura al menos varios afios, ya que
nadie parece haber sufrido dos veces de chikungunya durante la epidemia en
La Reunién. Los casos asintomdticos representan entre el 10y el 15 % de los
casos segtn [81} n.° 385] pero no parecen estar incluidos en la estimacién del
nimero de casos de la figura[9.1} no se tienen en cuenta en el modelo.

pardmetro simbolo  valor
periodo de latencia en vectores 1/y 7 dias
esperanza de vida de los vectores 1/u 1 mes
periodo de latencia en humanos 1/c 4 dias
periodo infeccioso en humanos 1/b 7 dias
intervalo de picadura 1/a 4 dias
poblacién de La Reunién N 785000
desplazamiento de la estacionalidad ¢ 21—’2’

Cuadro 9.1: Valores de los pardmetros utilizados para la simulacién

El primer caso de chikungunya en La Reunién se detect6 el 22 de febrero
de 2005. Probablemente se import6 de las Comoras, donde ya se habian in-
fectado varios miles de personas. Teniendo en cuenta el periodo de latencia
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y la duracién de la infeccidn, se supone para la simulaciéon que un humano
del compartimento E llega a la Isla de La Reunién al principio de la quinta
semana de 2005. La simulaciéon del modelo se mantiene hasta principios de
febrero de 2006, es decir, hasta la aplicacién de un control de vectores a gran
escala tras el pico alto; este control no se incluye en el modelo. Se supone que
el control de vectores de bajo nivel antes de esta fecha es insignificante.

Los parametros pg y € para la poblacién vectorial son desconocidos y de-
ben estimarse utilizando la curva epidémica (fig. . Sea pmix = po(1+€)
y Pmin = po(1 — €). Utilizando un método rudimentario de ensayo y error, se
encuentra un buen ajuste a la curva epidémica, dada la simplicidad del mo-
delo, con un nimero maximo de picaduras por humano a la semana igual a
apmix/N = 1,2 y un ndimero minimo de picaduras por humano a la semana
igual al 6 % de este méaximo, es decir, pmm / Pmax = 6 % (Fig. . De aqui de-
rivamos Pmsx, Pmin» PO = (pméx +pm1'n)/2’ €= (pméx 7pmin)/(pméx +pm1’n)~
Numéricamente, € = 0,887. Es ficil comprobar que A(¢t) = dp/dt + p p(t)

permanece no negativo porque € < 1/4/1+ (@/1)32.

500 50000

400 4 - 40000
300 | I 30000
200 4 /| 20000

100 4 - 10000

005

Figura 9.2: Estimacién de los pardmetros pg y € mediante el ajuste de la curva suave
producida por el modelo a la curva epidémica antes del control de vectores a gran esca-
la en febrero de 2006. La curva de puntos muestra el cambio supuesto en la poblacién
de vectores (sin escala).

Ahora que todos los pardmetros de este modelo estan fijados, pasamos a
la estimaci6n de la reproductividad Z. Al linealizar las ecuaciones (9.43) y
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(9.43)) cerca del equilibrio libre de enfermedad, obtenemos

9 ap® ™ (r+wyets),

D yelt) — ui(r),

dt
dE
= ai(t) —cE(r),
dl
T cE(t) —DI(z).

El niicleo del operador de proxima generacién asociado es

ap(t) ,—bx

0 0 0 N~ €
—(r+p)x 0 0 0
e
K(tx)=| 7 0 P 0 : (9.47)
0 0 ce™ 0

Es ciclico y de la forma particular con f(t) = 1+ €cos(wt — @), mientras
que las funciones g;(x) (1 < j < 4) son de la forma m Asf, g(x), G(x) y
gy vienen dados por las férmulas (9.11), (9.14) y (9.20).

Con los valores de los pardmetros como arriba, obtenemos (%’0)2 ~ 3,4
utilizando cualquiera de los cuatro métodos de la seccién La tabla
muestra la convergencia de los tres primeros métodos.

n | 12 | 25 | 50 | 100 | 200
(Z0)* | 3.10 | 3.40 | 3,39 [ 3.39 | 3.39

n |0 | 1 | 2 | 3| 4
(%0)* | 3.87 | 3.50 | 3.42 [ 339 | 339

K | 0 [ 2 ] 4 [10] 12
(%) | 387 | 346 | 341 [339 | 3,39

Primer método:

Segundo método:

Tercer método:

Cuadro 9.2: Convergencia de los tres primeros métodos numéricos.

El primer método (seccién parece converger mds lentamente que
los otros. Esto se debe probablemente a que sustituye la funcién f(¢) por una
funcion escalonada (f(#))1<k<n. que no es una buena aproximacién para el
caso particular en que f(#) es sinusoidal.

El segundo método (seccion [9.3.2) utiliza los coeficientes de Fourier f
de f(r), que en nuestro caso particular son simplemente fo =1, fi = f-1 = §
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y fx = 0 para |[k| > 1. Por ello, la convergencia del método es muy rapida.
Ambos métodos requieren el célculo del radio espectral de una determinada
matriz.

Por el contrario, el tercer método (seccién solo requiere operacio-
nes elementales y podria realizarse con una simple calculadora. Recordemos
que ¥ es el nimero de términos que mantenemos en la expresién de (%o)?
en serie de potencias de €. Podemos observar que la aproximacién dada por
la férmula (9.1)), con p sustituido por la media po del vector poblacién, co-
rresponde a k = 0 en la tabla. La diferencia con el valor exacto de (%) es
del 14 %. Si incluimos el término de orden €2 como en la férmula , la
diferencia se reduce al 2 % aunque € no sea muy pequefio.

La convergencia del cuarto método (seccién[9.3.4) viene determinada por
la discretizacion de la ecuacién diferencial. Es el solucionador de ecuaciones
diferenciales el que controla esto en general. Con Scilab, encontramos facil-
mente el valor correcto (%p)? ~ 3,39 después de un niimero de iteraciones de
la dicotomfia.

9.5 Otras aplicaciones

Modelos epidémicos con m = 1.

Consideremos un modelo epidémico con un tnico compartimento infec-
tado y un ntcleo de la forma

K(t,x) = [1 + & cos(owt — 9)] g(x). (9.48)

Entonces %, puede ser aproximado por la férmula (9.31)). El nicleo (9.48)
aparece, por ejemplo, en los modelos epidémicos S-1-S, S-I-R o S-I-R-S con
una tasa de contacto sinusoidal.

Si el periodo infeccioso esté distribuido exponencialmente, entonces g(x) =
ae "y es ficil comprobar que gy = a /by que el término de orden €2 enla
férmula se anula, de modo que %, ~ a/b. La proposicién [7.8| demos-
tré la férmula exacta 2y = a/b en este caso. Por supuesto, este resultado ya
ha sido notado desde hace mucho tiempo, ya que el nicleo (9.48) aparece en
relacién con la ecuacién

dl
5= [1+ € cos(wt —¢)|1(r) — bI(¢),
que puede resolverse explicitamente y para el que se demuestra facilmente

que el estado de equilibrio cero es inestable si y solo si a/b > 1. Por analo-
gia con el caso trivial en el que € = 0, varios autores plantearon %y = a/b
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como definicién, observaron que %, era la media temporal de la funcién
a[l+ € cos(wr — ¢)]/b, y creyeron que esta propiedad de promediacién se-
guia siendo vélida para modelos méds complicados; no es asi.

Si el periodo infeccioso es una constante fija x, entonces g(x) = a para

x9<3’1c ydg(x) = 0 parax > 7. Porlo tanto, go = a7, g1 =a 17?;)10)1' , y la férmula
-. ) da
2atsen’(wt/2) o1/2
Ho~at+ € —1]. (9.49
oFatt (0T —sen(w7)]? + [1 — cos(w7)]? | tan(®7/2) ©49)

Esta formula muestra que, a diferencia del caso del modelo de la malaria en
la seccion [9.4.1] la estacionalidad puede aumentar o disminuir la reproducti-
vidad % dependiendo del valor numérico de @7.

Modelos epidémicos con m = 2.

Consideremos un modelo epidémico con dos compartimentos infectados
que, cuando se linealiza cerca del equilibrio libre de enfermedad, toma la
forma

dl dl

7; ~ —bi 11 (f) +ay [1+ € cos(r — 9)] 1 (¢), 7; ~ a1 (1) — by L (2).
El sistema (9.38)) era de esta forma. El nicleo del operador de préxima gene-
racién asociado es

0 [1+¢€cos(wt —¢)]are 2" > (9.50)

K<t>x) = ( a e—blx 0

La férmula (9.3T)) da

a)ap blbz 82
Ro~ | 1— =), 9.51
0 by by ( 02+ (b +by)? 4> ©:5D

Como ejemplo de este tipo, podemos encontrar un modelo para la malaria
con @ =2m, € = 15/25, a; = 20 por afio, ay = 20 X 25 por afio, by = 50
por aflo y by = 4 por afio. Los cuatro métodos numéricos de la seccién 9.3}
junto con la férmula aproximada , producen (%)* ~ 49,4. El término
de menor orden es py = 50.

Otro ejemplo es el modelo epidémico S-E-I-R o S-E-I-R-S con una tasa de
contacto sinusoidal. Como valores numéricos, tomemos ® = 1, € = 0,8, a; =
0,3,a, =1, by =0,3y b, =0,99. Una simulacién numérica mostraria que
no se puede establecer una epidemia en este caso. Pero con € = 0, tenemos
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(%0)* = po = (a1az)/(b1b2) = 1/0,99 > 1. Por lo tanto, promediar la tasa
de contacto no es la forma correcta de determinar el umbral epidémico. De
hecho, los cuatro métodos numéricos de la secciéndan (z%’o)2 ~0,973 < 1
para € = 0,8. La férmula aproximada da (%y)~ ~0,974.

9.6 Apéndice

Partiendo de la definicién @ de la funcién g(x) y asumiendo la relacién
(9.10), demostramos la férmula (9.11) por induccién. Por supuesto, no per-
demos generalidad al suponer que a; = 1 para todo j. Para m = 2, un simple
célculo muestra que

e

X
— —bixi=by(x=x1) gy — =
8¥) /0 © . by — by R by—by’

Supongamos que la férmula (9.1T) es verdadera para algiin nimero entero .
Entonces

g(-x) = eiblxli'"fbmxm*berlmerl do—m+l
0_m+1 X
X

X
:/ / e b1x1 = —bmxm do" o e Dmt1Xmy1 dxXpyi1.
0 oy

*Xm41

—blx —b2x

Segtn la hipétesis de la recurrencia,

x [ m a—b; (x—xp41) b
x) = e m+1Xm+1 dx
s = [ <21 e b/)>

—bx

- " obj=bui1)
e T Pm+1 Xiil+ldx
g’ [Tkj (b= b; )/0 e

k<m
i e—bjx " i 1 .
Sz (b—bj) =1 (bj = bmy1) iz (b —bj)
k<m+1 k<m

La segunda suma en la dltima linea es la descomposicién en elementos sim-
1

[Ti<j<m(bj—bm+1)

m+1 —bjx

JZI [z  (bx—bj))’
k<m+1

y la férmula (9.11)) es verdadera para m + 1.

ples de la fraccion racional en b, 1:

. Asi que

g(x) =
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Modelos con un factor periodico simple

Para los modelos epidémicos de tiempo continuo con un coefi-
ciente periddico de tipo sinusoidal, se demuestra que la tasa de
crecimiento y la reproductividad son las soluciones reales mds
grandes de unas ecuaciones que implican fracciones continuas.
Como ejemplo, consideramos un modelo S-E-I-S, en el que los
individuos infectados vuelven a ser susceptibles cuando se re-
cuperan, con un periodo de latencia fijo, un periodo infeccioso
distribuido exponencialmente y una tasa de contacto sinusoidal.
Se demuestra que, salvo para algunos valores excepcionales de
los pardmetros, el umbral epidémico depende tanto de la tasa de
contacto media como de la amplitud de las fluctuaciones.

10.1 Introduccion

Al principio de una epidemia, el ndimero /() de nuevas infecciones por
unidad de tiempo, es decir, la incidencia, suele relacionarse con la tasa de
contacto real a(x) y la tasa de curacién b(x), donde x es el tiempo transcurrido
desde la infeccion (edad de infeccion), mediante una ecuacién de la forma

h(r) = /OIK(x)h(t—x) dx+ ho(t), (10.1)

donde .

K(x) = a(x)e lob0)dy
y ho(t) es una funcién que depende de las condiciones iniciales. Lotka [10,
capitulo 24] demostré que A(t) y la poblacién infectada total crecen entonces
como e , donde A es la tnica raiz real de la ecuacion

oo N
1= K(x)e **dx. (10.2)
0
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Los andlogos en tiempo discreto de (I0.I) y (I0.2) son el modelo matricial
de Leslie y la ecuacién caracteristica de la matriz de Leslie [10, capitulo 25].
Euler ya habia estudiado un caso especial, por lo que la ecuacién (10.2)) suele
Ilamarse ecuacién de Euler-Lotka. Lotka define la reproductividad por
+o0
Ry = A K(x)dx. (10.3)

En epidemiologia, % es el promedio de personas infectadas por una persona
durante la duracién de su infeccién. La incidencia A(¢) aumenta asintdtica-
mente (A > 0) si Zy > 1. Disminuye (A < 0) si Zy < 1.

En demografia, h(¢) es el nimero de nacimientos por unidad de tiempo,
x es la edad cronoldgica, a(x) es la fertilidad y b(x) es la mortalidad. La
reproductividad %, es entonces el promedio de descendientes generados por
un individuo a lo largo de su vida.

Muchas poblaciones de animales y plantas y las enfermedades infecciosas
presentan fluctuaciones estacionales. Estas fluctuaciones influyen tanto en la
tasa de crecimiento como en la reproductividad. En este caso, sustituimos el

modelo (T0.1)) por
h(t) = /;K(Lx)h(t—x)dx-l—ho(t), (10.4)

donde K(z,x) es una funcién periédica en ¢ de periodo T, continua y no nega-
tiva. Sea %), el operador integral lineal

0 = [ Ktx)e vt —x)dx (10.5)
0

en el espacio de las funciones continuas T-periddicas. La tasa de crecimiento
A es entonces el tnico nimero real tal que el radio espectral de este operador
es igual a 1 (proposicién [7.T1)). La reproductividad %, puede definirse de la
misma manera que el radio espectral del operador ., con
oo
(AV)(t) = A K(z,x)v(t —x) dx,
en el mismo espacio de funciones continuas T-periédicas. Como antes, A > 0
siZy>1yA<0siZ < 1.SiK(,x) no depende de ¢, estas definiciones y
resultados se reducen a los de Lotka.
Supongamos ahora que

K(r,x) = [1 + £cos(or)] g(x), (10.6)
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donde w =27/T, |€| <1y g > 0. Sea € el limite inferior de todos los nimeros
reales s tales que la integral

oo ]
/ g(x)e ™ dx
Jo

es finita. Supongamos que & < 0. Sea

+o0 .
uls) = / g(x) eS0T gy (10.7)
0

para todo n € Z y para todo nimero real s > &.

Se demuestra en la seccién que para cualquier |e] < 1, la tasa de
crecimiento A y la reproductividad % son las raices reales mayores de las
siguientes ecuaciones, que implican fracciones continuas,

L _9Re e/4 (10.8)
R0 T /4 ’
o) 1 24
2
e%() 82/4
o 2R 1 ETR (10.9)
2100 & e2/4
20)

donde Re(z) denota la parte real del nimero complejo z. Podemos utilizar
estas ecuaciones relativamente simples con una sola incégnita para calcular
numéricamente la tasa de crecimiento A y la reproductividad %, para cual-
quier |&| < 1. Si escribimos, por ejemplo, A (€) para insistir en la dependencia
de la tasa de crecimiento del pardmetro €, veremos que tenemos en general la
desigualdad A(g) # A(0) para € # 0. En otras palabras, el umbral de creci-
miento de la poblacién (A > 0) no puede obtenerse simplemente promedian-
do el coeficiente periédico 1+ € cos(wt) a lo largo de un periodo, ya que esto
equivaldria a tomar € = 0.

A partir de las ecuaciones (T0.8) y (TI0.9), demostramos en la seccion[10.3]
que

A %ﬂo+7tz£2

para € pequefio, donde Ag se define implicitamente y A, explicitamente por

1
1= go(k0) ) (10.10)

1
Y =i ke (1/@ (ho)—1
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donde ’ denota la derivada. También encontramos el resultado del capitulo E]
para la reproductividad
Ry ~ R(),() + R0,2 82

para € pequefio, donde

P I R , 10.11
00=20(0) et Rop 2 ¢ 20(0) —21(0) ( :

En la seccion [T0.4] se utiliza como ejemplo el modelo de epidemia S-E-I-S
con un periodo de latencia fijo y un periodo infeccioso distribuido exponen-
cialmente.

10.2 Calculos

El radio espectral del operador lineal no negativo (10.5)) es una funcién
decreciente de A y la tasa de crecimiento del modelo (10.4) es el tnico nd-
mero real tal que este radio espectral es igual a 1. Por tanto, segtin el teorema
de Krein-Rutman, la tasa de crecimiento A es también el nimero real mds
grande tal que existe una funcién periédica no trivial v(¢) con

~+oo
K(r,x)e M v(r —x)dx = v(t) (10.12)
0

para todo ¢. Consideremos primero el caso en el que

K(t,x) = f (1) 8(x),

Siendo f(¢) una funcién T-periédica. Las descomposiciones en serie de Fou-

rier son A .
f(t) _ Z fn enla)z7 v(t) — Z Vi ema)t’

nez nez

donde @ =27/T. La ecuacién (10.12) es equivalente a un sistema infinito de
ecuaciones lineales

Y ficngnA)va=vi (k€ Z), (10.13)

nez

donde g, se define por la férmula (10.7)).
Consideremos ahora el caso particular en el que

f(t) =14¢ecos(wt).
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A partir de f() = 14 5! + £ 71" el sistema (10.13) se escribe

€ ~ €
Egk,1 (A)ve—1 +8k(A) v + Eng M1 =w (k€Z). (10.14)
Se trata de un sistema tridiagonal. Volvamos a escribirlo como
L&) v | €8i(A) v (10.15)
8k(4) 2 &) w2 gld) w '
Cuando k = 0, esta ecuacion se escribe
1 €2 /4 e2/4
o) ' Tram w Tealin (10.16)
281(A4) v- 2 81(A) m
Pero la ecuacién (10.15) con k —1 o k+1 en lugar de k también muestra que
2 1 2/4
€ &h) v _ oA (10.17)
2 gk—l(l) Vi—1 gk—l()t) £ gj—l@) Vk—1
2 gr—2(A) vk
e (A 1 €2 /4
€ &lh) v _ o EA (10.18)
2 81 A) w1 g1 (A) £ Sr1(A) Vi

2 gri2(A) vier2

Combinemos las ecuaciones (10.16) y (T10.17)-(10.18)) iterativamente. Obte-
nemos las fracciones continuas

i e2/4 . €2/4
god) 1 L /4 L /4
g.1(A) 1 /4 gi(d) 1 e /4
ga2) - o)

Como gi(A) y g-x(A) son nimeros complejos conjugados, llegamos a la
ecuacién caracteristica (10.8)), siendo la tasa de crecimiento A su solucién
mayor.

Obtenemos la ecuacion (10.9) de forma similar a partir del problema de

autovalores N

K(t,x)u(t —x)dx = Zou(t). (10.19)
X es el nimero real mds grande tal que esta ecuacién tiene una solucién no

trivial u(¢) de periodo T. Para el caso particular K(¢,x) = (1+¢&cos(wr)) g(x),
la ecuacién (10.19) conduce a

€ . R € .
5 8k-1 (0) ug—1 + 81(0) ux + Egkﬂ(o) w1 =%our (k€Z),

y después de cdlculos similares a la ecuacion ((10.9).
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10.3 Foérmulas aproximadas

Partiendo de las ecuaciones (10.8)-(10.9), podemos encontrar las apro-
ximaciones (10.10)-(10.11). Empecemos con la tasa de crecimiento A. Bus-
quemos el inicio de un desarrollo en serie para € pequefio de la forma A ~
Ao+ A1 €+ A2 €2 Cuando € = 0, el segundo miembro de la ecuacién (10.8)
se cancela y obtenemos Ay como tnica solucién de la ecuacién go(Ao) = 1,
que por supuesto es idéntica a la ecuacién de Euler-Lotka (10.2). Ademis, el
cambio € — —¢& corresponde a sustituir f(¢) = 1+ ecos(wt) por f(r —T/2).
Ahora el operador

W(t) = 0+°°K(t—T/27x)e*“v(t—x)dx

en el espacio de las funciones T-periddicas tiene los mismos autovalores que
el operador , estando las autofunciones desplazadas por T/2. Para resal-
tar la dependencia de A de €, anotémosla A (€). Asi, A(—€) =A(e) y 41 =0.
El capitulo 9 utiliz6 un argumento similar para la aproximacién de la repro-
ductividad %.

Tenemos, por tanto, A = Ay + A €2 y queda por determinar A,. La tasa de
crecimiento A es una solucién de la ecuacién implicita (10.8). Como go(A) =
1, vemos que

Golha) o) = [ e ¥ (1 e 0 £ 0

para cualquier nimero entero k > 1 si suponemos, por ejemplo, que la funcién
g(x) es positiva al menos en un pequefio intervalo contenido en [0; oo[. Asi que
2r(Ao) # 1y 1/g(Adp) — 1 # 0 para cualquier entero k > 1. Para mantener
s6lo el término de orden €2 en el segundo miembro de la ecuacién (10.8),
sustituimos el denominador por su aproximacién de menor orden: sustituimos
21(A) por g1(Ag) y despreciamos el resto de la fraccién continuada porque es

de orden €2, 1o que da
2/4
_1~2Re (8/) (10.20)

20(1) 1/81(%) — 1

Pero

go(A) ~ go(Ao+ A2 €%) ~ go(Ao) + A2 €780 (ho) = 1+ A2 €280/ (Ao).
Utilizamos la aproximacion para go(A) e identificamos los términos de orden
€2 en larelacién (10.20). Esto da

1

1
M= et Re(l/gl (R0) — 1) ’

(10.21)
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que es equivalente a la relacion (I0.I0). Tenga en cuenta que esta férmula
puede escribirse de forma ligeramente diferente. De hecho, sean

—+oo oo
c —/ Yo% cos(mx)dx, s —/ 0¥ sen(ox) dx.

Vemos que g1 (Ag) = ¢; —is;. Asi que

1 c1 —18; (l—cl)cl—s%

1
A=—— R N _
? 280’ (Mo) e(l—cl—i—lsl) 280" (o) (1—c1)?+s7

Del mismo modo, dejemos que %y =~ Ro o+ R €2 para € pequefio. Sa-
bemos por la ecuacién (T0.3) o por la ecuacién @ con € =0 que Ryp =
20(0). Para mantener sélo el término de orden €~ en el segundo miembro
de la ecuacion (10.9), sustituimos el denominador por su aproximacién de
menor orden, utilizando Ro = go(0) y despreciando el resto de la fraccién
continuada ya que es de orden £, lo que da

£2/4
70| ~2Re (/ )
20(0) (0)/81(0) —
y conduce a la férmula (10.11).

10.4 Un modelo S-E-I-S con un periodo de latencia fijo

Los modelos epidémicos denominados S-E-I-R o S-E-I-S tienen un perio-
do de latencia y un compartimento infeccioso. Han sido objeto de numerosos
estudios matematicos o numéricos cuando la tasa de contacto es periddica.

Supongamos que el periodo de latencia es un valor fijo y presentemos
las diferentes formulaciones posibles del modelo S-E-I-S. Observamos que el
modelo S-E-I-R conduce a las mismas ecuaciones lineales cerca del equilibrio
libre de enfermedad; por lo tanto, tiene el mismo umbral epidémico.

La formulacién con una ecuacion en derivadas parciales tiene tres com-
partimentos:

= S(¢) es la poblacién susceptible en el momento 7;

= E(z,x) es la poblacién infectada pero atin no infecciosa que en el mo-
mento ¢ ha estado infectada durante x unidades de tiempo;

= I(7) es la poblacién infecciosa en el momento ¢.

Los pardmetros del modelo son
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= N: la poblacién total, que se mantiene constante;
= L: el periodo de latencia fijo;

= b: la tasa de recuperacion de los infectados, de modo que el periodo
infeccioso se distribuye exponencialmente;

a(t): la tasa de contacto efectiva en el tiempo f, que es una funcién
T-periddica.

El modelo tiene la forma

% — () S()1(1) N+ bI(E),

E(7,0) = a(r) S(1) I(r) /N, %-’- 35 =0 (0<x<L),
ai
pr =E(,L)—-bI(t),

con E(¢,x) = 0 para x > L. Integrando la ecuacién en derivadas parciales a lo
largo de las caracteristicas, obtenemos E(z,L) = E(t —L,0). Asi, el sistema
puede escribirse de forma mds compacta mediante ecuaciones diferenciales
con retardo:

‘ZT?(;) — —a(t)S(1)1(r) /N +b1(t),
C ) =alt~L)S( - L)1~ L)/N - bI(1).

Linealizamos estas ecuaciones cerca del equilibrio libre de enfermedad (S =
N,I=0). Obtenemos

%(t) ~a(t—L)I(r—L) —bI(r). (10.22)

Sea h(t) = a(t)1(t) el ndmero de nuevas infecciones por unidad de tiempo en
este modelo linealizado. Entonces
d

= [ebfl(;)] —et'n(t—L).

Integramos entre —co y ¢ y hacemos un cambio de variable. Obtenemos la
siguiente ecuacién integral para h(z):

h(t) =al(r) @ (x)h(t —x)dx, (10.23)
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donde
0 si x<L,

si x>L. (10:24)

El nicleo es K(z,x) = a(r) ¢ (x).
Supongamos como en la ecuacién (10.6) que a(z) = ap[1 + € cos(wr)], de
modo que K(¢,x) = (1 + ecos(wr)) con g(x) = ap ¢(x). Segun la definicién

(10.7), tenemos

Jo0 —sL—niwL

~ —b(x—L) . —sx—ni e
gn(s) :a0/ e b(x L)e SX—nix 7. ao
L

_— 10.25
S+b+niw ( )

Podemos entonces resolver las ecuaciones implicitas (10.8) y (I0.9) para la
tasa de crecimiento A y la reproductividad %, con diferentes valores de los
pardmetros utilizando una simple dicotomia. Obsérvese, por ejemplo, que el
denominador en el segundo miembro de la ecuacién (T0.8) puede ser aproxi-
mado por el nimero complejo z; obtenido por el algoritmo iterativo

1 1 €2 /4

PTEm D M T ELm T
El error introducido es muy pequefio si se toma #n lo suficientemente grande;
hemos utilizado n = 20 pero el resultado con n = 2 ya es muy cercano. Ade-
mds, hay que tener cuidado con la dicotomia porque las ecuaciones (T0.8)
y pueden tener varias raices reales: A y %, son las mayores. La fi-
gura muestra la reproductividad %, en funcién del periodo de latencia
L para diferentes valores de € pero con T, ap y b fijos. Tomamos T = 1,
log2/b=1/12yay/b=1,2.

Para un valor dado del periodo de latencia L, la reproductividad puede
variar considerablemente en funcién de €. Para € = 1, una gran parte de la
curva de % esté por debajo de 1, es decir, por debajo del umbral epidémico,
mientras que Ro o = ao/b (el valor correspondiente a € = 0) estd por encima
de este umbral: promediar la tasa de contacto predeciria un resultado falso.

(k=nn—1,...,2).

Observaciones.

= La reproductividad % es independiente de L cuando € = 0. Utilizando
la férmula o la ecuacién (10.9), vemos que %y = go(0) = ao/b
cuando € = 0. Sin periodicidad, el periodo de latencia no influye en
el nimero de casos secundarios porque todos los individuos sobrevi-
ven al periodo de latencia y se vuelven infecciosos y porque la tasa de
contacto sigue siendo la misma.
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Figura 10.1: La reproductividad %, en funcién del periodo de latencia L para € €
{0;0,25;0,5;0,75; 1}. Otros pardmetros: T =1,log2/b=1/12yap/b=1,2 .

» La reproductividad es una funcién periddica de L, de periodo T. Esto

se deduce de la ecuacién y del hecho de que

e—nla)L

gn(0) =ag ———
8(0) aob—&—ma)

no cambia cuando se sustituye L por L + T. Intuitivamente, un indivi-
duo infectado experimenta el mismo entorno tras un periodo de laten-
cia L o tras un periodo de latencia L. 4+ T; produce el mismo nimero de
casos secundarios.

La reproductividad %, no depende de € cuando L = 0 y por tanto tam-
bién cuando L es un multiplo entero de T. Cuando L = 0, el modelo
se reduce a un modelo S-I-S con un periodo infeccioso distribuido ex-
ponencialmente. En este caso particular, la reproductividad se obtiene
promediando la tasa de contacto (proposicién [7.8). En efecto, pode-
mos comprobar que %y = dp/b es una solucién de @) cuandoL =0
porque

%0/?,,(0) —1 Zﬁo(b—‘rnia))/ﬁlo— 1= I’li(i)/b

es un nimero puramente imaginario para cualquier entero n > 1: ambos
miembros de la ecuacién (10.9) son cero.
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= Para un periodo de latencia fijo L, la reproductividad %, puede ser
una funcion creciente o decreciente de €. Para entender esto, vamos a
utilizar la férmula aproximada (I0.TT)) para € pequefio. Demuestra que
la reproductividad % verifica Zy ~ Ro 0+ Ro2 €2, con

aop ap 1
Roo=20 et Rosr= 2ORe( - :
0075 & Rer=ay e<e'“’L(1+iw/b)—l>

Para € pequefo, %, es una funcién creciente (o decreciente) de € si
Ro2 >0 (0 Rg» < 0). Nétese que Ry, = 0siy solo si e ®X(1+iw/b) —
1 es un imaginario puro. Esta condicién esta escrita

cos(wL) — % sen(wL)—1=0.

Sea y € ]0; m/2] el tnico nimero real tal que
1 /b
Yy=————— et seny=-———
V1+(o/b)? V1+(o/b)?

es decir, Y = arctan(®/b). Nétese que y depende sélo del producto
bT. Asique Rgp = 0 iy solo si

Cos

cos(@L+ y) = cos(wL)cos ¥ —sen(wL)sen y = S cosy,
V' 1+ (w/b)?

es decir, si WL+ ¥ = +y + 2kx con k € Z. Como @ = 27/T, vemos
queRor, =0siL=kToL= (k—y/x)T con k € Z. En particular, con
los valores numéricos de la figura Rp, =0 cuando L/T=1—
/7 = 0,794. Pero al contrario de lo que podria sugerir la ﬁgura
las cuatro curvas correspondientes a los diferentes valores de € > 0 (€
no es pequefio) no cruzan la linea horizontal %y = ag/b exactamente
enL/T = 1 — y/x sino muy cerca.

De forma similar, la figura[10.2] muestra la tasa de crecimiento A en fun-
cidén del periodo de latencia L para diferentes valores de € pero con los para-
metros T, ag y b fijos como antes. La tasa de crecimiento A no es una funcién
periédica de L: un periodo de latencia mas largo tiende a hacer que A dismi-
nuya, aunque no monoténicamente debido a las resonancias entre L'y T.

Sin embargo, la tasa de crecimiento A sigue siendo independiente de €
cuando L es un miiltiplo de T, es decir, L = kT para k = 0, 1,2... En efecto,
recordemos que A es la tnica solucién de la ecuacién

go(ho) =1 ape T /(g +b) = 1.
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Figura 10.2: La tasa de crecimiento A en funcién del periodo de latencia L para € €
{0;0,25;0,5;0,75; 1}. Los demads pardmetros son los indicados en la figura .

Entonces A = A es también una solucién de la ecuacion (10.8)), porque
1/§n(l) —1= (A{) +b+nia)) elokT/ao 1= nia)e}ﬂkT/gO

es puramente imaginario para cualquier entero n > 1: los lados izquierdo y
derecho de la ecuacién (T0.8) son nulos.

Para un periodo de latencia general L, utilizando las relaciones (10.10) y
(10.25), vemos que A verifica A ~ Ao + A, €2 para € pequeifio, con A definido
implicitamente por

go(ho) =1 & ape /(A +b) = 1.

En cuanto a A, también viene dada por las relaciones (10.10) y (10.25): ya
que

e MoL—ioL oML o—ioL e—ioL

T et btrio Xt b 1tio/(Aetb)  1+i0)/(tb)’

o (o) = et U N (]
B =5 (L) =~ (L)

81(%)
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obtenemos

A=

1 1
2% () (1/@ (%0) 1>
B 1 N 1
REES V) e(aiwL[mw/(mza)} —1) |

10.5 Conclusion

Ademids de los modelos S-E-I-S / S-E-I-R mencionados en el apartado
anterior, la estabilidad lineal del equilibrio trivial de varios otros modelos
epidémicos se reduce a la ecuacion (10.4) con K(z,x) dada por la férmu-
la (T0.6). Esto es especialmente en el caso de los modelos epidémicos con
m compartimentos infectados Iy,1,,...,I,, donde la infeccién sigue un ciclo
Iy = I = ---I,, = 1) y con sélo una funcién de contacto sinusoidal (capi-
tulo[9). El modelo epidémico S-I-S / S-I-R con un periodo infeccioso fijo L y
una tasa de contacto sinusoidal corresponde a g(x) = ap parax <Ly g(x) =0
para x > L. A partir de

gn(s) =ao (1 - e_SL_”i“’L) /(s +niw)

en este caso, podemos demostrar como en la seccién anterior que %y y A
son independientes de € cuando L es un multiplo de T. Se trata de un caso
degenerado, porque no hay razén para que el periodo infeccioso esté relacio-
nado aritméticamente con el periodo de contacto, que suele ser de una semana
(menos contactos en fin de semana) o al afio (menos contactos durante las va-
caciones de verano para las enfermedades infantiles, mayor probabilidad de
transmision de enfermedades aéreas durante el invierno).

El significado més general de estos resultados es que el promedio para
Py y A, es decir, la obtencién del mismo resultado para € =0y € # 0, debe
considerarse excepcional. Aparte de los casos degenerados similares a los ya
mencionados, la Unica situacién en la que el promedio es correcto es la que
tiene un compartimento infeccioso, un periodo infeccioso distribuido expo-
nencialmente y ningtin periodo de latencia (proposicion [7.8). Por otro lado,
no es correcto, por ejemplo, para dos compartimentos infecciosos, como en el
caso de las enfermedades transmitidas por vectores, o para un periodo infec-
cioso que no se distribuye exponencialmente, o para un periodo de latencia
no nulo.
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Resonancia de la tasa de crecimiento

Se han realizado muchos estudios sobre la resonancia entre el
periodo natural de una enfermedad endémica y una tasa de con-
tacto periodica estacional. Este capitulo no se centra en la reso-
nancia de las enfermedades endémicas, sino en la resonancia de
las enfermedades emergentes. La periodicidad puede tener una
gran influencia en la tasa de crecimiento inicial y, por tanto, en el
umbral epidémico. La resonancia se produce cuando la ecuacion
de Euler-Lotka tiene una raiz compleja cuya parte imaginaria se
acerca al pulso de la tasa de contacto y cuya parte real no se
aleja demasiado de la tasa de crecimiento. Este fenomeno de re-
sonancia se ilustra en varios modelos sencillos de epidemias con
contactos semanales que varian periodicamente. Se explican las
sorprendentes diferencias entre un modelo S-E-I-R periddico con
un periodo de latencia distribuido exponencialmente y el mismo
modelo con un periodo de latencia fijo.

11.1 Introduccion

Las enfermedades infecciosas pueden exhibir oscilaciones amortiguadas
cerca de un estado estacionario endémico [2, §2.5.1]. De hecho, con un mo-
delo simple formado por un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias,
los autovalores de la matriz jacobiana en el equilibrio endémico pueden ser
complejos, lo que determina algin «periodo natural» de oscilacién. Desde la
década de 1970 y, en particular, desde el surgimiento de la «teorfa del caos»,
muchos trabajos han demostrado que la resonancia entre este periodo natu-
ral y una tasa de contacto periddica u otro factor peridédico puede inducir un
comportamiento dindmico inesperado, incluso para modelos no lineales muy
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simples (véase la seccién[16.1]y [21]]). En primer lugar, cuando las ecuaciones
linealizadas cerca del equilibrio endémico tienen un autovalor complejo x +iy
con una parte imaginaria y cercana a la pulsacién @ de la tasa de contacto y
con una parte real x cercana a 0 («resonancia simple»), entonces oscilaciones
relativamente pequefias en la tasa de contacto pueden causar grandes oscila-
ciones en la prevalencia. En segundo lugar, cuando la relacién y/® se acerca
a un ndimero racional p/q # 1 con enteros pequefios p y g y para amplitudes
de oscilacién suficientemente grandes de la tasa de contacto, la prevalencia
puede oscilar a una frecuencia subarmdnica. También puede producirse un
caos para determinados rangos de valores de los pardmetros. De este modo,
la teoria podria tratar de explicar las series temporales de la incidencia de cier-
tas enfermedades, como el sarampién, que en su momento fue endémico pero
con picos epidémicos cada dos afios aproximadamente en algunas ciudades y
cuyo «periodo natural» de oscilacion cerca de su equilibrio endémico se pen-
s0, por tanto, en cerca de dos afios. En ecologia, también existen fenémenos
de resonancia similares entre un entorno fluctuante y un periodo natural de
oscilacién cercano a un estado estacionario no nulo.

Independientemente de ello, se sabe desde el trabajo de Lotka [47] que la
ecuacion caracteristica o ecuacion de Euler-Lotka para modelos linea-
les en tiempo continuo puede tener también raices complejas, que provocan
«ondas de poblacién». Lotka pensaba que siempre hay infinitas raices de este
tipo, y que una de ellas tiene un periodo natural asociado cercano a una gene-
racién, o dos o tres décadas para las poblaciones humanas. Coale estudié el
caso de la fertilidad periddica y encontré un aumento significativo de la tasa
de crecimiento del modelo cuando el periodo de fertilidad se acerca a una
generacion. Otros trabajos han estudiado la resonancia en modelos matricia-
les lineales de tiempo discreto: dado el vinculo entre los modelos de tiempo
discreto y continuo, la resonancia se produce cuando la matriz que describe
el crecimiento en un entorno constante tiene un autovalor complejo x +iy
tal que arctan(y/x) es cercano a @ y tal que el médulo es cercano al radio
espectral de la matriz.

Los modelos obtenidos mediante la linealizacién de los modelos epidémi-
cos no lineales cerca del equilibrio libre de enfermedad (no cerca del equili-
brio endémico) son muy similares a los modelos poblacionales lineales men-
cionados en el parrafo anterior; la variable de edad se sustituye por el tiempo
transcurrido desde la infeccidn. Por lo tanto, se espera que la resonancia de
la tasa de crecimiento inicial también se produzca en un entorno periddico, lo
que cambia significativamente el umbral epidémico. Esto puede tener impor-
tantes implicaciones para las enfermedades emergentes. No obstante, hay que
tener en cuenta que, en el caso de muchas enfermedades transmitidas por el
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aire, el tiempo medio entre dos generaciones de infeccién es del orden de una
o dos semanas; esto depende del periodo de latencia. Asi, a priori, la resonan-
cia s6lo se espera si la tasa de contacto varia con un periodo del mismo orden
de magnitud, normalmente si varfa semanalmente. Esto no es descabellado
si se piensa que las tasas de contacto pueden diferir entre los dias laborables
y los fines de semana. En el caso de los nifios en edad escolar, el indice de
contacto probablemente desciende los fines de semana.

La seccién recuerda cdmo calcular la tasa de crecimiento en mo-
delos de poblacién lineales, periddicos y continuos en el tiempo. Se da una
férmula general para la perturbacién de primer orden; implica la nocién de
valor reproductivo en un entorno periddico. Pero para una pequeiia perturba-
cién periddica de un modelo con coeficientes independientes del tiempo, esta
férmula muestra que es necesario incluir un término de segundo orden para
estudiar la resonancia de la tasa de crecimiento.

La seccion[I1.3]|presenta tres métodos diferentes para estudiar la resonan-
cia. Los dos primeros métodos, uno puramente numérico y el otro parcial-
mente analitico, se basan en los resultados del capitulo [_115} El tercer método
sugiere, como cabria esperar, que la resonancia de la tasa de crecimiento se
produce cuando la ecuacién de Euler-Lotka tiene una raiz compleja con una
parte imaginaria cercana al impulso de la tasa de contacto y una parte real
cercana a la tasa de crecimiento; también existe otra condicion técnica.

La seccion [IT.4]aplica los tres métodos a cinco modelos epidémicos clé-
sicos con tasas de contacto periddicas para mostrar como modelos relativa-
mente cercanos pueden tener propiedades muy diferentes:

= un modelo S-I-R con un periodo infeccioso distribuido exponencial-
mente; la resonancia de la tasa de crecimiento inicial es imposible. El
propésito es destacar que este modelo es excepcional en el sentido de
que la tasa de crecimiento inicial es incluso completamente indepen-
diente de la frecuencia del factor periddico.

= un modelo S-I-R con un periodo infeccioso fijo, para el que es posible
la resonancia. Pero con los valores de los pardmetros elegidos aqui, la
resonancia resulta ser muy débil.

= un modelo S-E-I-R con un periodo latente y un periodo infeccioso que
se distribuyen exponencialmente; la resonancia es imposible (véase el
capitulo[9) pero la tasa de crecimiento depende del factor periddico, a
diferencia del primer modelo S-I-R.

= un modelo S-E-I-R con un periodo de latencia fijo y un periodo infec-
cioso distribuido exponencialmente, donde a diferencia de los modelos
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anteriores es posible una fuerte resonancia, como en el capitulo[I0]

= un modelo S-E-I-R con un periodo latente distribuido segtin una distri-
bucién Gamma y un periodo infeccioso distribuido exponencialmente;
se trata de una generalizacién de los dos modelos anteriores, que mues-
tra cdmo la resonancia se hace imposible cuando la distribucién del
periodo latente cambia progresivamente de una masa de Dirac a una
exponencial.

Un punto clave es que la ecuacion de Euler-Lotka para el modelo auténomo
puede no tener ninguna raiz compleja mas que su raiz real. Por supuesto, se
sabe desde hace tiempo que dos modelos epidémicos con s6lo una distribu-
cién diferente para el tiempo de permanencia en un compartimento pueden
tener propiedades cualitativas diferentes, por ejemplo, con respecto a la exis-
tencia de soluciones periddicas para los modelos epidémicos auténomos.

En resumen, la regla a priori biolégicamente razonable de que la resonan-
cia del umbral epidémico es importante cuando la frecuencia del entorno esta
cerca de la frecuencia natural de la enfermedad no siempre funciona. Sorpren-
dentemente, no funciona para los modelos mds simples, los modelos S-I-R y
S-E-I-R con periodos de latencia e infectividad distribuidos exponencialmen-
te. Esta regla deberia ser sustituida por un estudio mds preciso de las raices
complejas de la ecuacion de Euler-Lotka. Un fendmeno de resonancia similar
puede ocurrir para la reproductividad Z (capitulo [I0). Por lo tanto, hay que
revisar las estimaciones de %, para las enfermedades que se propagan en un
entorno periédico.

El apéndice [T1.6|contiene una demostracién del crecimiento exponencial
del valor reproductivo total de una poblacién en un entorno periédico; es un
corolario de nuestro estudio y una generalizacién de un resultado cldsico de
Fisher para modelos auténomos.

11.2 Teoria de perturbacion: formulas de primer orden

11.2.1 Tasa de crecimiento inicial como autovalor

Cuando se estudia la estabilidad del equilibrio libre de enfermedad de un
modelo epidémico, se empieza por linealizar el modelo cerca de ese equi-
librio. El sistema lineal resultante puede escribirse generalmente como una
ecuacion integral de renovacién de la forma

h(r) = /Ot K (t,x) h(t —x)dx+ ho(7), (11.1)
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donde el nicleo K(#,x) es una funcién no negativa que es T-periddica con res-
pecto a ¢ si el sistema inicial tiene coeficientes T-periédicos. Obsérvese que
h(r) puede ser un vector (hy(t),...,hn(t)), donde el subindice i = 1,...,m
representa diferentes tipos de individuos infectados, mientras que K(z,x) es
una matriz cuadrada de orden m. La funci6n h;(t) representa el nimero de
personas nuevas que entran en el compartimento infectado i por unidad de
tiempo en el momento 7. La funcion K; j(¢,x) da el nimero medio de infec-
ciones del tipo i producidas por unidad de tiempo en el momento ¢ por una
persona infectada en el momento ¢ — x y que entra en el compartimento j. Asi,
x es el tiempo transcurrido desde la infeccién. La funcién vectorial Ag(¢) sélo
depende de las condiciones iniciales.

Para simplificar, sélo se considerara el caso m = 1 ya que es suficiente
para los ejemplos de las siguientes secciones. Este caso se da, por ejemplo,
cuando consideramos una tnica poblacién de individuos infectados con una
tasa de contacto efectiva a(r,x) (producto de la tasa de contacto y la probabili-
dad de transmisién por contacto) y una tasa de curacién b(z,x) que dependen
del tiempo ¢ y del tiempo x desde la infeccién. Se supone que las funcio-
nes a(t,x) y b(t,x) son T-periddicas con respecto a ¢. Sea I(¢,x) la densidad
de poblacién infectada de x unidades de tiempo en el tiempo ¢. En la apro-
ximacién lineal al equilibrio libre de enfermedad, 1(z,x) es una solucién del
sistema

— + —+b(t,x)I(t,x) =0, 1(#,0)= /Jma(t,x)l(nx) dx. (11.2)
X 0

Sea h(t) =1(¢,0). Entonces Ah(t) verifica la ecuacién (11.1)) con

K(t,x) = a(t,x)o(t —x,x), o©(T,x) =exp ( /Oxb(f+y,y)dy> . (11.3)

La funcién o (7,x) es la probabilidad de que una persona recién infectada en
el momento 7 siga infectada en el momento 7+ x. La tasa de crecimiento
inicial A de la epidemia es el Unico nimero real tal que la ecuacién integral

V= [ e PR v -0 (11.4)

tiene una solucién no negativa, no trivial v(¢) y T-periédica (capitulo . Tam-
bién es el tinico nimero real A tal que existe una funcién no negativa, no
trivial, T-periédica v(z,x) con respecto a ¢, que satisface las relaciones

dv  dv

5 + I +b(t,x)v(t,x) = —Av(t,x), v(t,0)= /()+ooa(t,x) v(t,x)dx
(11.5)
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y la condicién de normalizacién

1T e
f// v(t,x)dx dt = 1. (11.6)
T Jo Jo

La tasa de crecimiento A sigue siendo el dnico nimero real tal que existe
una funcién no negativa y no trivial w(z,x), T-periddica con respecto a ¢, que
verifica la ecuacién adjunta

%—‘: + 3—‘: —b(t,x)w(t,x)+a(t,x)w(t,0) = Aw(t,x), (11.7)

y la condicién de normalizacién

(v,w) = %/T/+wv(t,x)w(t,x)dx dt=1. (11.8)
0 Jo

El triplete (A,v,w) es el de la proposicion[7.12]

La cantidad w(r,x) representa el «valor reproductivo de un individuo in-
fectado hace x unidades de tiempo en el momento #». En los modelos demo-
gréficos, a(t,x) seria la fertilidad y b(¢,x) la mortalidad. Aparte de la normali-
zacion, esta funcién w(z, x) es la generalizacion para el modelo con coeficien-
tes periddicos de la definicion de Fisher [[74} p. 379] del valor reproductivo en
los modelos auténomos.

Con esta definicién de w(t,x), también podemos generalizar una obser-
vacion de Fisher mostrando que el valor reproductivo total de una poblacién
que verifica el sistema (I1.2)), definido por

~+oo
W(r) = / 1(,%) w(t,x) dx, (11.9)
0
es igual a W(0) e (ver apéndice|11.6).

11.2.2 Foérmulas de perturbacion de primer orden

Consideremos primero el caso en el que b(¢,x) = bo(t,x) + €b; (¢,x), con
dos funciones by(t,x) y b (t,x) periddicas con respecto a ¢ y del mismo pe-
riodo. Escribamos la primera ecuacién de (T1.5) en la forma .%;v = A v, don-
de % es un operador diferencial lineal sobre un espacio de funciones T-
periddicas (con respecto a la variable ¢) que satisfacen la restriccién dada por
la segunda ecuacién de (T1.5). Entonces ., = £+ €,.# con (A v)(t,x) =
—by(t,x)v(t,x). Sea (Ag,vo,wp) el triplete asociado a .%. Segiin la teoria
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de perturbacién de operadores lineales [22| capitulo XI], que da una férmu-
la andloga a la férmula (6.14) en dimension finita, el autovalor principal Ag
asociado a .Z; es tal que Ac = Ap + €A+ o0(€) cuando € — 0, donde

T foo
Az(///vo,w()):—%/ofo bi(t,x) vo(t,x)wo(t,x)dx dt . (11.10)

Noétese que A < 0 si by > 0, como debe ser.

Del mismo modo, podemos considerar el caso en el que a(z,x) = ao(t,x) +
€ay(t,x), con dos funciones ay(f,x) y a; (¢,x) periddicas con respecto a ¢. Es-
cribamos la ecuacion enlaforma.Z;v=Av.Entonces £} = £j+¢e N
con (A'w)(t,x) =a (t,x) w(t,0). Nétese que (Ag,wp, vo) es la tripleta asocia-
da a .%j. La misma teorfa de perturbacién muestra que el autovalor principal
Ag asociado a & es tal que A, = A9+ €A’ +0(€) cuando € — 0, donde

T +oo
N = (N wp,vp) = %/ wo(t70)/ ay(t,x)vo(t,x)dx dt. (11.11)
0 0

Noétese que A’ > 0 si a; > 0, como debe ser.

Caso de coeficientes independientes del tiempo 7. Si a(f,x) = ap(x) y
b(t,x) = bo(x), entonces la ecuacion (11.4) muestra que la tasa de crecimiento
Ao es la unica solucidn real de la ecuacion de Euler-Lotka

400
1:/ e~ 20% Ko (x) dx (11.12)
0
donde
X
Ko(r) =an() (o). o) =exp (- b))
Las soluciones de las ecuaciones (T1.5)-(T1.6) y (T1.7)-(T1.8) vienen dadas

por féormulas debidas a Lotka y Fisher para la pirdmide de edad y para el valor
reproductivo

vo(x) = e on(x)
Jo "e v oo (y)dy’
wo(x) = wo(0) /x+ eA”(yx)zgggao(y)dy. (11.13)
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Si b(x) = bo(x) + b1 (x) 0 a(x) = ap(x) + €a;(x), entonces las férmulas

(TT10) y (TT.T1) se reducen a

I bi(x) [T e M oy (v) ao(y) dy dx
Jo " xe= %% o (x) ag (x) dx
;L f0+°° e Mr g (x)a; (x)dx
e xe=%0¥ oy (x) ap (x) dx

A=

)

A

(11.14)

Caso de coeficientes independientes de la edad de infeccion x.  Sia(z,x)
a(t) y b(t,x) = b(t), entonces las soluciones de las ecuaciones (11.4)), (11.5)-

(TL.6) y (IT.7)-(IL.8) son

A=a [ (ate) - bieyar,

alt —x) e =D y (1)
tlo y(e)de

v(t,x) =
donde ponemos
y(t) = eflt+f(§(a(r)fb(r))d1_

El valor reproductivo w(t, x) es entonces independiente de x. Si b(r) = bo(t) +

eby(t) 0 a(t) = ap(t) + €ay (), entonces las férmulas (TT.10) y (TT.11) se

reducen a
A= —7/ b (l)dl A/ = 71/ a (l)dl‘
T Jo 1 ) T Jo 1 )

como corresponde a la expresion de A.

Una pequeia perturbacion periddica del caso autonomo. Consideremos
ahora el caso de una pequeiia perturbacién periddica de una situacién auténo-
ma de la forma

a(t,x) = (1+ecoswt)ap(x), b(t,x) = bp(x) (11.15)

con |g| < 1. En este caso, el niicleo toma la forma
K(t,x) = (1 +€coswt)g(x), (11.16)
con g(x) = ap(x) op(x). Las funciones vy (z,x) y wo(z,x) son siempre indepen-

dientes de ¢ y estdn dadas por las férmulas (TT.13). Como la media temporal
de ay(t,x) = cos(®t)ap(x) es nula, la férmula (11.11) muestra que A’ = 0.
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Asi que Ae = A +o(€). Necesitamos estudiar el término de orden £ para ver
cémo puede ocurrir la resonancia de la tasa de crecimiento Ae.

No todas las situaciones interesantes son de la forma (IT.15). Por ejem-
plo, si estamos estudiando la influencia de un pequefio cambio en el clima
sobre una enfermedad vectorial, entonces ag(f,x) y by(z,x) serdn funciones
periddicas del tiempo debido a la estacionalidad de la poblacién vectorial. En
tal caso, es probable que el cambio de primer orden en la tasa de crecimiento
dado por la formula (TT.TT) sea distinto de cero.

En el resto de este capitulo (excepto en el apéndice), la atencion se cen-
trard en los modelos linealizados que se escriben en la forma de una ecuacién
de renovacion con un nucleo K(z,x) de la forma (11.16), aunque al-
gunos de estos modelos no pueden escribirse en la forma de la ecuacién en
derivadas parciales (T1.2).

11.3 Foérmula de segundo orden y resonancia

El capitulo [I0] desarrollé6 un método numérico especial para calcular la
tasa de crecimiento A¢ cuando el nicleo K(z,x) es de la forma (11.16)). Noétese,
sin embargo, que los métodos de los capitulos 0] y [I0] podrian manejar un
factor periddico arbitrario, en particular el caso de una funcién escalonada
periddica, que es mds realista no sélo para la diferencia anual entre el periodo
escolar y las vacaciones, sino también para la diferencia semanal entre los
dias de semana y los fines de semana.

Diremos vagamente que hay «resonancia» si A¢ es significativamente ma-
yor que Ay cuando € # 0 para ciertos valores especiales del pulso ®, es decir,
si ciertas frecuencias especiales favorecen el crecimiento. Las preguntas son
entonces: /puede producirse resonancia y, si es asi, para qué valores de los
pardmetros?

El primer método, y el mds obvio, para responder a estas preguntas es cal-
cular A, numéricamente y compararlo con Ay. En el capitulo[10|se demostrd
que la tasa de crecimiento A¢ definida por las ecuaciones y esla
mayor raiz real de la siguiente ecuacién, que implica una fraccién continua:

€2 /4

1/80(A) —1=2Re (11.17)

g2 /4 ’
1
g —1- L

1/81(A) —1—

donde Re denota la parte real y donde por definicién

oo :
gu(A) = / g(x)e Armor gy (11.18)
0
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es la transformada de Laplace de g(x) calculada en A + ni®. Cuando € =
0, la ecuacién se reduce a go(A) = 1, que es la ecuacién de Euler-
Lotka (TT.12).

Hay un segundo método para detectar la resonancia. El capitulo|10|da una
férmula aproximada de segundo orden para A cuando € es pequefio:

de=do+ael+o(e) avec a= zgofaO)Re(l/gl(Ao)—l)'
(11.19)

De esta manera, vemos que la resonancia se produce si & > 0 y si & no
es pequefio en comparacién con Ayg. Podemos comprobar facilmente estas
condiciones numéricamente.

Por tltimo, existe un tercer método, quizd el més interesante, para detectar
la resonancia. Esperamos que la resonancia se produzca cuando la ecuacién
de Euler-Lotka tenga un par de raices complejas conjugadas A = x +
iy con la parte imaginaria y cercana a @ y la parte real x cercana a la tasa de
crecimiento Ay. En efecto, supongamos que A = £ + i@ es una raiz exacta de
la ecuacién (T1.12). Entonces

g1(8) = /()erg(x)e*gx*i“’xdx: 1.

Si la parte real & es cercana a Ay, mds precisamente si (Ag — &)/ m es pequeiia,
tenemos aproximadamente

81(20) ~21(8) + (A —&)21"(6) =1+ (o —&)21"(E)-

Sustituyamos esta aproximacion en la férmula (11.19) para o por A9 — & que
es pequefia. Obtenemos

! 1
aN2§0/<M)(%_€)Re <§]/(§)> . (11.20)

Sabemos que, para cualquier raiz A = £ + i de la ecuacién (11.12)), se
cumple la desigualdad estricta & < Ag. De hecho, con

oo oo .
1:/ e 2%g(x)dx, 1:/ e (EHON o (1) g,
0 0

en primer lugar tenemos

1=

oo ,
/0 ef(§+1w)xg(x) dx| <
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Entonces & < A.Si tuviéramos & = A, deduciriamos, restandoSi tuviéramos
& = A, deduciriamos tomando la diferencia

0= /(;rw e hor (1 - e*i“”‘> g(x)dx,

cuya parte real seria
~+oo
0= / e~ 21 — cos(wx)]g(x) dx,
0

lo cual es imposible si la funcién no negativa g(x) no es idénticamente cero.
Asi que & < .
Tenga en cuenta también que

~ _ e —Aox

20 ().0)——/0 xg(x)e™ ™ dx <0.
Ademds, para cualquier nimero complejo z = x + iy, tenemos Re(1/z) =
x/(x* +y?); el signo de Re(1/z) es el mismo que el de Re(z). Asi que pa-
ra la férmula (11.20), s6lo necesitamos determinar el signo de Re(g'(&)).
Si

Re(31'(£)) <0,

entonces ¢ es positivo y grande debido al pequefio denominador Ag — &. En
otras palabras, A, es significativamente mayor que Ay: hay resonancia. El
grado de resonancia se mide en cierto modo por la distancia A9 — £. Cuanto
més pequefio es, mds importante es la resonancia. Recordemos también que
Ao — & estd relacionado con la velocidad con la que la poblacién tiende hacia
su forma estable (en el sentido de Lotka, con la duracién de la infeccién x
sustituyendo la edad). En los modelos epidémicos, esta nocién no es muy
importante porque los términos no lineales dominan rdpidamente la dindmica.
La condicién Re(g1'(£)) < 0 debe considerarse como una condicién técnica
adicional para que se produzca la resonancia.

Para este tercer método, un punto importante es que la ecuacién de Euler-
Lotka puede no tener ninguna raiz compleja mas que la raiz real. Esto es
lo que distingue a los modelos en los que puede haber resonancia y a los
que no. Aunque es posible calcular el tiempo medio de generaciéon en cada
modelo, esto no significa que siempre exista una raiz compleja de la ecuacién
de Euler-Lotka con una parte imaginaria cercana a este tiempo de generacion.

En la siguiente seccidn, estudiaremos estos tres métodos para varios mo-
delos epidémicos simples con una tasa de contacto periddica, para mostrar
c6mo modelos a priori muy similares pueden tener propiedades muy diferen-
tes con respecto a la resonancia de la tasa de crecimiento inicial.
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11.4 Ejemplos

11.4.1 Modelo periédico S-I-R

Sea S(t) el nimero de individuos susceptibles, I(z) el nimero de indivi-
duos infectados y R(#) el ndimero de individuos curados. Sea N = S(¢) +1(¢) +
R(7) 1a poblacién total, que es constante. Consideremos el modelo dado por

ds I dl I dR
—=—a(t)S=, —=a(t)S=-bl, — =bl
dt a)S G dt a(t) N Todr ’
cona(t) =ap(l+ecoswr) y || < 1. Las proporciones

s(r) =S(1)/N, (1) =1()/N, r(t) =R(z)/N
son tales que

% = —a(t)si, % =a(t)si—bi, % =bi.

con s+i+r = 1. El pardmetro a() es la tasa de contacto efectiva con un
periodo T = 27/ . El pardmetro b es la tasa de curacién. A diferencia de
los trabajos sobre la resonancia para las enfermedades endémicas, la suma
de nacimientos y muertes o el retorno al compartimento susceptible no son
importantes para el umbral epidémico. Estos términos se han omitido en este
modelo y también en los otros modelos que se presentan a continuacién para
que la discusion sea lo més sencilla posible.

El equilibrio libre de enfermedad es (s,i,r) = (1,0,0). Podemos linealizar
el sistema alrededor de este equilibrio y plantear h(¢) = a(t)i(t); este es el
nimero de nuevas infecciones por unidad de tiempo en esta aproximacion.
Podemos comprobar que A(¢) es una solucién de una ecuacién de la forma
con un nicleo dado por la férmula (TT.16). Utilizando las relaciones

(T1.12), (TT.18) y (TT.19), podemos encontrar facilmente
gx) =ape ™™, G(A)=ao/(b+A+niw), A=ag—b, o=0.

El primer método para detectar la resonancia es calcular A numérica-
mente. Para este modelo, el capitulo[10|ya ha advertido que A =a—b = A
es unaraiz de para cualquier |€| < 1, pero a priori quizés no la mayor.
Asi que podemos sospechar que Az = Ag. Y efectivamente, partiendo de la
definicién de Ag, podemos demostrar que Ae es exactamente igual a
Ao (ver la observacién después del corolario . No hay resonancia, sean
cuales sean los valores de los pardmetros.
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El segundo método se centra en &. Aqui ¢ es nulo, lo que tiende a con-
firmar que no hay resonancia. En cuanto al tercer método, observamos que
Ao es la tnica raiz en todo el plano complejo de la ecuacién de Euler-Lotka

(11.12)): no hay resonancia.
11.4.2 Modelo S-I-R periédico con un periodo de infeccion fijo

Veamos directamente el modelo para las proporciones pero manteniendo
las letras mayusculas S-I-R

ds
E(t) = —a(t)s(t) I(t)a

%(r) = a()S(n)I(t) —a(t =1)St - 1)1t —7),
dR

— () =at=7)S-1)i(t—7),

con S+I1+R=1ya(t) =ap(1+ecoswt). El pardmetro 7 es la duracién del
periodo infeccioso.

El equilibrio sin enfermedad es (S,I,R) = (1,0,0). El nimero de nuevas
infecciones por unidad de tiempo en el modelo linealizado, h(t) = a(t)1(z),
es una solucién de una ecuacién de la forma (I1.I) con un nicleo (TT1.16).
Aqui

ap st x<7T, . apT si A +niw =0,
g(x) = { 0 : gn(ﬂv) = { 1—e—AT—nioT

0 si x>r, O e si A +niw #0,
g Ao
[ —e "
l=ay ———. (11.21)
Ao
Noétese que Ag es una funcién implicita de T pero que
1 M)
T=——log(l——. (11.22)
Ao g( ao

Ademéds A9 — —oo cuando T — 0, Ay cambia de signo cuando T = 1/ag y
Ao — ag cuando T — +o0; podemos demostrarlo facilmente con las relaciones
(IT.21) y (I1.22). La férmula (I1.19) para o no puede ser realmente simplifi-
cada. Supongamos que T =27/ ® = 1 semana. Como ejemplo, consideremos
el caso en el que ag = 1 por semana.

Con el primer método, la Figura [TT.T[a) muestra como la tasa de creci-
miento Ae depende del periodo infeccioso T para 0 < T < 2,5 y para varios
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valores de €. Un zoom en la figura mostraria que A, > Ay para € # 0 cuando
1 <7< 1,43 y cuando 2 < 7 < 2,44 (aproximadamente). Sin embargo, la
diferencia no es significativa. Solo hay una débil resonancia.

T
0.0 0.5 1.0 L5 20 2.5

Figura 11.1: Resonancia débil en el modelo periédico S-I-R con un periodo infeccioso
fijo. (a) Tasa de crecimiento A en funcién del periodo infeccioso T para varios valores
de €. (b) El coeficiente & en funcién de 7.

Con el segundo método, la Figura[TT.T(b) muestra cémo el coeficiente ¢
depende del periodo infeccioso T en el mismo rango de valores. Numérica-
mente, o >0 paral <7< 1,43y2 <7< 2,44, como se esperaba. El mdximo
de o/ Ay, que se alcanza cuando T ~ 1,17, es de aproximadamente 9 %. Esto
confirma la debilidad de la resonancia.

Con el tercer método, recordemos primero que siempre hay una tnica raiz
real A de la ecuacion de Euler-Lotka (11.21)). Pero esta ecuacién también tie-
ne un nimero infinito de pares de raices complejas conjugadas: este es el caso
mads general para los modelos donde g(x) tiene un soporte compacto. Entre
estas raices complejas, algunas pueden tener una parte imaginaria igual a @
para algunos valores particulares de 7. Para encontrar estos valores, observe
que la ecuacién (11.21)) con A = x+1iy en lugar de Ag es equivalente (si exclui-
mos x =y =0) al sistemareal x =ag (1 —e " cos(yT)) yy = ape™" sen(y7).
Pongamos y = @ y eliminemos x de la segunda ecuacién. Obtenemos una tni-
ca ecuacion para T:

1 [0 1 ap
—1 — — =0. 11.23
wt 8 Lg sen(wr)] tan(@T) + 0] ( )
El primer miembro es una funcién continua de 7 para cualquier nT < T < (n+
1/2)T y cualquier nimero entero n > 1, que tiende a —eo cuando T — nT™
y que tiende a +oo0 cuando T — (n+ 1/2)T~. Asi que (11.23) tiene infinitas
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soluciones positivas 7| < Tp < ---. Para nuestro ejemplo donde @ =27 y
ap = 1, obtenemos: 71 ~ 1,19, 7 ~ 2,20, 73 ~ 3,21...

Cuando 7 = 71y, las raices complejas conjugadas de la ecuacién (IT.2T)
con la parte real mayor son x; i®, donde x; ~ —1,61, mientras que A9 ~
0,30. Por tanto, aunque la condicién técnica Re(g)'(x)) &~ —1,2 < 0 se cum-
ple, la diferencia entre x; y Ay es demasiado grande para que se produzca
una resonancia significativa: (Ao —x;)/® = 0,30. De manera similar cuando
T = T, las raices complejas conjugadas de la ecuacién (IT.2T)) con la segunda
parte real mds grande son x, +1i® con x; ~ —0,85, mientras que Ay =~ 0,85.
Por tanto, aunque se cumple la condicién técnica Re(g)'(x;)) =~ —2,23 < 0,
la diferencia entre x; y Ao es de nuevo demasiado grande para que se produz-
ca una resonancia significativa: (1o — x;)/® =~ 0,27. La misma conclusién es
vélida para las otras raices complejas que para T = T, tienen una parte imagi-
naria igual a @.

11.4.3 Modelo S-E-I-R periédico

Supongamos ahora que hay una proporcién E(¢) de la poblacién que esté
infectada pero no es todavia infecciosa, es decir, que estd en fase latente.
Consideremos el modelo de las proporciones

as dE dl dR

== = _4(t)SI—cE, = =cE-bl, - =pI
7 = a(t)S1—cE, it bl, bl,

— 1
a(t) ST, ”

con S+E+I+R =1y a(t) =ap(l+ecoswt). El nuevo pardmetro c es la
tasa de contagio de las personas infectadas. Cuando ¢ — +oo, este modelo
tiende hacia el modelo S-I-R de la secciéon IT.4.11

El equilibrio sin enfermedad es (S,E,I,R) = (1,0,0,0). El ndimero de
nuevas infecciones por unidad de tiempo en el modelo linealizado, A(t) =
a(r)I(t), es una solucién de una ecuacién de la forma con un nicleo

(TT.16). Aqui,

—bx

g =ae = G(h) = e,
b—c (A +c+niow)(A +b+niw)
— . — )2 .
_ (b+c)+ (2b c) +4agc7 (11.24)
—(agc)®

V(b —c)2+dagc [0+ (b—c)? +4apc] ’

Para el primer método, consideremos el caso en el que T =27/0w = 1
semana, que modela las diferencias en la tasa de contacto entre los dias de la
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semana y los fines de semana, y en el que el periodo infeccioso medio 1/b es
igual a 2 dias, es decir, 2/7 semana. Tomemos una tasa de contacto media ag
tal que la reproductividad ag/b cuando € = 0 es igual a 1,2, una suposicién
razonable si consideramos una enfermedad emergente. La figura[TT.2]muestra
cémo la tasa de crecimiento A, depende del periodo de latencia medio 1/c¢
para varios valores de €. Nétese que A¢ es siempre menor que Ay cuando
€ # 0. No hay resonancia.

Figura 11.2: Ausencia de resonancia en el modelo periédico S-E-I-R. La tasa de cre-
cimiento A¢ en funcién del periodo latente medio 1/c¢ (en semanas) para diferentes
valores de €.

Para el segundo método, observamos que & < 0: no hay resonancia. En
cuanto al tercer método, la ecuacién de Euler-Lotka (TT.T2) para este mo-
delo tiene una sola raiz, a saber Ay, en la parte del plano complejo donde
converge la integral del segundo miembro de la ecuacién (11.12): Re(A) >
max{—b, —c}. Nétese que Ay es una solucién de una ecuacién polinémica de
grado 2. La otra soluci6n, dada por la férmula (IT.24) con un signo menos
delante de la raiz cuadrada, es una raiz de la ecuacién deducida de (TT.12) por
continuacidén analitica de la integral. Para esta segunda solucién, la integral
diverge. De todos modos, esta solucién es un nimero real; no hay resonancia.
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11.44 Modelo S-E-I-R periédico con un periodo de latencia fijo

El modelo viene dado por

ds dE
e —a(t)S(r)I(r), == a(t)S()I(t) —a(t—1)SE—1)I(r — 1),
dl dR

i a(t—1)S(t —1)1(t — 1) — bI(2), o= b1(r),

con S+E+I+R=1ya(t) =ap(l + ecoswt). El pardmetro 7 es ahora el

periodo de latencia. Cuando 7 — 0, el modelo tiende al de la seccién
El equilibrio sin enfermedad es (S,E,I,R) = (1,0,0,0). El ndmero de

nuevas infecciones por unidad de tiempo en el modelo linealizado, A(t) =

a(r)I(t), es una solucién de una ecuacién de la forma con un nucleo

(IT16). Aqui

(x) = 0 siox<7T, (1) = g~ MoT-17
EW =Y ape 9 6 x> T, &) =t nio
Ao =age M7 —b. (11.25)

La ecuacién para Ay es de nuevo implicita. La férmula para o no
puede ser realmente simplificada.

Para el primer método, elegimos como en el apartado anterior T =271/ =
1 semana, 1/b =2 dias 0 2/7 semana y ap/b = 1,2. La figura[11.3(a) muestra
cémo la tasa de crecimiento Ae depende del periodo de retardo 7 para va-
rios valores de €. Obsérvese en la figura[I1.3(a) que la resonancia se produce
aproximadamente para 0,66 < T < 1y 1,66 < T < 2. También hay resonan-
cia para valores mayores de T que no mostramos. El capitulo [I0] muestra un
patrén similar para un modelo ligeramente diferente (S-E-I-S y no S-E-I-R);
pero no se habia dado ninguna explicacion para los «baches».

Con el segundo método, podemos comprobar numéricamente que ¢ > 0
al menos para 0,66 < T < 1y 1,66 < 7 < 2 (fig.[I1.3p). Con el tercer método,
la cuesti6n es saber si la ecuacion de Euler-Lotka (IT.25) puede tener solucio-
nes A con una parte imaginaria y igual a @. Pongamos A = x+iy. La ecuacién
de A se puede escribir como un sistema real para x e y: x = ag,e " cos(yt) —b

yy=—ape “Tsen(y7). Seay = @ y elimine x de la segunda ecuacién. Obte-
nemos )
1 (0] 1
—log |— — ——=0. (11.26)
T apsen(wt)| tan(wt) ®

Como en la seccion[IT.4.2] el primer miembro es una funcién continua de ©
para cualquier (n— 1/2)T < 7 < nT y cualquier nimero entero n > 1, que
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Figura 11.3: Resonancia en el modelo periédico S-E-I-R con un periodo de latencia
fijo. (a) Tasa de crecimiento A¢ en funcién del periodo latente T (en semanas) para
diferentes valores de €. (b) El coeficiente & en funcién de 7.

tiende a —eo cuando 7 — (n— 1/2)T* y que tiende a +eo cuando T — nT™.
Asi que la ecuacién (I1.26) tiene una infinidad de soluciones 7 < Tp < ---
que tienden a +oo, para lo cual podemos esperar la resonancia. Resolvamos
la ecuacion (T1.26) numéricamente con los mismos valores de los pardmetros
anteriores. Obtenemos: 7; ~ 0,82, 7, =~ 1,83, 173 =~ 2,83...

Cuando 7 = 7y, las raices complejas conjugadas de con la mayor
parte real son x; +i® con x; &~ —0,61, mientras que Ay =~ 0,17. Se verifica la
condicion técnica Re(g1’(x1)) ~ —0,88 < 0 y la diferencia entre x; y Ag es
bastante pequefia: (A9 —x;)/@ = 0,12. Asi que hay resonancia cuando 7 = x;.
Cuando T = 1, las raices complejas conjugadas de (T1.23)) con la parte real
que llega segunda en orden decreciente son x i con x, ~ —0,28, mientras
que Ao ~ 0,086. De nuevo, se verifica la condicién técnica Re(g)’(x2)) =
—1,89 < 0y la diferencia entre x; y Ay es pequeiia: (Ap —x2)/® =~ 0,06. Hay
resonancia cuando T =~ 7. También hay resonancia cuando 7 = 7, paran > 2.

Desde un punto de vista practico, no es imposible que una enfermedad
tenga un periodo de latencia T cercano a 71 (en este caso, unos 6 dias) seguido,
por término medio, de dos dias de periodo infeccioso. Una tasa de contacto
con un periodo de una semana debido a la diferencia entre los dias de la
semana y los fines de semana puede causar una fuerte resonancia para dicha
enfermedad. El tiempo medio entre dos generaciones

00
d
M =1 +1/b~7,7 dias

Jo " 8(x)dx

se acerca al periodo T = 7 dfas de la tasa de contacto. Pero esta regla aproxi-
mada para la resonancia no funcioné para el modelo de la seccién anterior. La
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diferencia entre la figura[T1.2]y la figura[TT.3h es un poco sorprendente. Son
modelos S-E-I-R, el primero con un periodo de latencia distribuido exponen-
cialmente, el segundo con un periodo de latencia fijo. La conclusién bioldgi-
ca, el arraigo o no de la enfermedad, parece depender mucho de la eleccién
entre estos dos modelos a priori similares. Por lo tanto, modelos muy simila-
res pueden comportarse de forma muy diferente en cuanto a la resonancia de
la tasa de crecimiento.

Los modelos S-E-I-R en los que el periodo latente y el periodo infeccioso
son fijos muestran una resonancia similar de la tasa de crecimiento. Todavia
es posible encontrar valores de los pardmetros para los que existe una raiz
compleja x + iy de la ecuacién de Euler-Lotka con una parte imaginaria igual
a m. Pero el truco de eliminar la parte real x para obtener una sola ecuacién
como en la ecuacién (IT.26) ya no funciona.

11.4.5 Modelo S-E-I-R periédico con un periodo de latencia distribuido
segun una distribucién Gamma

Para entender por qué los modelos de las dos ltimas secciones dan resul-
tados tan diferentes, consideremos el caso de un periodo latente que sigue la
distribucién Gamma. Se trata de una generalizacién tanto de la distribucién
exponencial como de la distribucién de Dirac cuando el periodo latente es
fijo. Més precisamente, dejemos que y(x) = B¥x"~ e B~/I'(v) la distribu-
cién del periodo de latencia, donde 8 > 0 y v > 1 son niimeros reales. El
periodo medio de latencia es T = v/ y la varianza es v /B2 = 72 /v. Cuando
v = 1, encontramos la distribucién exponencial con una media igual a 1/f3
de la seccion [[T.4.3] La distribucién Gamma tiende hacia la distribucién de
Dirac en x = 7 de la seccién si v y B tienden hacia +oo mientras que
la cociente v/f3 se mantiene constante e igual a 7.

El modelo es

ds JE JE

— =—a)SMO1(), E@,0)=a()S1(r), "+ = —c(x)E(t.2),
~+o0

o= [ ewrenax-bi), G =p10),

con

S(1) + O+°°E(z,x) dx+1(t) +R(1) = 1

y a(t) = ap(1 + e cos wt). El coeficiente ¢(x) estd relacionado con la distribu-
cién y(x) mediante las relaciones

exp (—/Oxc@)dy) =1 [way et eo)= 1_;:5@
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Se puede demostrar que el nimero de nuevas infecciones por unidad de tiem-
po en el modelo linealizado, A(¢) = a(¢)1(z), es una solucién de una ecuacién

de la forma (TT.1)) con un nicleo (TT.16) y
7 bleey)
gx) = ao/o e "y (y)dy.

También se puede demostrar que

aoﬁv
(b+ A +niw)(f+A+niow)”’

Ao = ﬂ —b.

(B +%)"
La férmula para Aq estd de nuevo implicita. La férmula para  no se
puede simplificar.

La figura[TT.4| muestra el signo de a (mds precisamente las lineas de ni-
vel o = 0) en el diagrama (7,1/v). Recordemos que o > 0 es una condicién
necesaria para la resonancia. La linea horizontal superior, v = 1, corresponde
al caso de un periodo de latencia distribuido exponencialmente y se encuentra
en la parte del diagrama donde & < 0, como se espera de la figura[I1.2] El
limite de 1/v — 0 corresponde al periodo de latencia fijo, por lo que la linea
horizontal inferior corresponde a la figura [I1.3]y tiene varias partes donde
a > 0. De este modo, vemos cémo la resonancia desaparece cuando la va-
rianza 72 /v crece.

:g\n(z’) =

1/v

1.0
a<0
0.51
>0
<0 gEm———
0.0 T T T T —
0 1 2 3

Figura 11.4: Lineas de nivel o = 0 en el diagrama (7, 1/V). Las zonas en las que &t > 0
son aquellas en las que puede producirse la resonancia. En la parte inferior derecha
del diagrama, las zonas donde o < O se alternan con aquellas donde & > 0 pero sélo
se muestran las lineas de nivel @ = 0.
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11.5 Mil y un modelos periédicos

La lista de estos modelos podria obviamente seguir hasta la saciedad, por
ejemplo, con una tasa de contacto periddica de una forma diferente, una vacu-
nacién periddica, una poblacién vectorial o reservorio periddico, una demo-
graffa periédica o una migracion periédica. Ademas, la ecuacién lineal (T1.1)
se encuentra en la mayoria de los demds problemas de dindmica de poblacio-
nes (demograffa, ecologia, teoria de quimiostatos, inmunologia, etc.), al me-
nos en la aproximacion lineal. As{, el mismo fendmeno de resonancia puede
estudiarse, por ejemplo, para las cosechas periddicas, las floraciones periddi-
cas de fitoplancton, las entradas y salidas periddicas de un quimiostato, los
tratamientos antivirales periddicos, los tratamientos oncolégicos periddicos,
los patrones de poblacién celular periddicos, etc. La resonancia se espera para
algunos modelos y no para otros. La respuesta depende del modelo linealiza-
do cerca del estado estacionario trivial (o periédico), pero no de los términos
no lineales utilizados. Por lo tanto, la mayoria de los modelos con un pequefio
nimero de compartimentos se reducen a los mismos calculos anteriores.

La principal cuestién que queda por resolver es si, para determinadas en-
fermedades o para ciertas aplicaciones en otros dmbitos de la dindmica de la
poblacién, este fendmeno de resonancia desempefia un papel importante. Se
trata de una cuestion dificil, ya que para modelos muy similares, como los
modelos S-E-I-R con un periodo de latencia exponencial o fijo, las conclu-
siones son diferentes aunque ambos modelos puedan ser apropiados para la
misma enfermedad. Sin embargo, los modelos con una funcién g(x) con so-
porte compacto son mds realistas. En este caso, la ecuacion de Euler-Lotka
tiene infinitas raices complejas conjugadas. Asi que es posible que la reso-
nancia se produzca para determinados valores de los pardmetros.

11.6 Apéndice: crecimiento exponencial del valor reproduc-
tivo total en un entorno periodico

La demostracién parte de la definicién (T1.9) y luego utiliza la primera
ecuacion del sistema (T1.2)) y una integracién por partes:

aw o dw dl
o :/0 [I(t,x)at—l—atw(t,x) dx

:/;“’ [I(I,X)?;:—g}lcw(t,x)—b(t,x)l(t’x)w(LX) dx
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dW teoldw dw
o= |5 G - b 10 1.0 w(c0).

Utilizando la segunda ecuacién del sistema (11.2) y la ecuacién (T1.7), obte-
nemos finalmente

aw _

dt

/0+°° {88;1; n %1: —b(t,x)w(t,x) er(t,O)a(t,x)} I(t,x)dx

—2 /O+mw(t,x) I(t,x) dx = AW(£).

Asi que W(r) = W(0)e.

Observacion 11.1. Con la definicién (T1.3) de la funcién v(z,x), vemos que

si 1(0,x) = v(0,x), entonces I(z,x) = e* v(t,x). El crecimiento exponencial

del valor reproductivo total W(z) implica la igualdad

" f-o0 oo
/ v(t,x)w(t,x)dx = / v(0,x) w(0,x) dx
JO J0

para todo ¢ > 0. La normalizacién (T1.8) adopta asf la forma mds sencilla

+o0
/ vt ) wlt,x)dx = 1.
0
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El modelo de Kermack y McKendrick para la
peste en Bombay

La figura que muestra como el modelo de Kermack y McKendrick
se ajusta a los datos de 1906 de la epidemia de peste en Bom-
bay es una de las mds reproducidas en los libros sobre modeli-
zacion matemdtica de epidemias. En este capitulo se demuestra
que la suposicion de pardmetros constantes en este modelo con-
duce a valores numéricos poco realistas. Ademds, los informes
publicados en la época muestran que las epidemias de peste se
produjeron en Bombay con una notable estacionalidad cada ario
desde 1897 hasta al menos 1911. Asi que la epidemia de 1906
no es realmente un buen ejemplo de una epidemia que se de-
tiene porque el niimero de personas susceptibles a la infeccion
ha caido por debajo de un determinado umbral, sino un ejemplo
de una epidemia estacional. Se presenta un modelo de plaga en
Bombay con estacionalidad y se calculan las reproductividades
asociadas a las ratas y las pulgas.

12.1 Un ajuste engafioso

La figura que muestra cémo el modelo S-I-R de Kermack y McKendrick
(capitulo[T) se ajusta a los datos de 1906 de la epidemia de peste en Bombay
es bien conocida por la gente de modelizacion (fig. [I2.1). Se ha reproducido
en muchos libros sobre epidemiologia matematica [45]], biologia matematica
[1, 31]], y la historia de la modelizacién matemadtica [38]. Los datos, cuyo
origen no especifican Kermack y McKendrick, proceden de un informe de
un estudio sobre la peste en la India publicado en 1907. Para las referencias
a los datos epidemioldgicos de este capitulo, véase [3]. Para la informacion
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histérica sobre Kermack y McKendrick, véase [[10, capitulo 18].

10001
Imuertes por semana

800+

6001

4001

2001

semanas
0 5 10 15 20 25 30

Figura 12.1: Nimero semanal de muertes por peste en Bombay entre el 17 de diciem-
bre de 1905 y el 21 de julio de 1906. La ecuacién de la curva es 890/ cosh?(0,2¢ —3,4).

Sin embargo, Kermack y McKendrick no obtuvieron la curva en forma de
campana de la figura[I2.T]directamente de su modelo original, un sistema de
tres ecuaciones diferenciales, porque éstas no tenian solucion explicita. En su
lugar, utilizaron una cierta aproximacion (seccién para la que obtuvieron
una solucién explicita: el nimero de muertes por unidad de tiempo dR/dt era
de la forma

R > a2.1)

dt  cosh’(Bt—7)
donde los tres pardmetros &,  y ¥ dependen de forma complicada de los
pardmetros del modelo, y cosh(s) es la funcién coseno hiperbdlico. El ajuste
a los datos dio como resultado o¢ = 890 por semana, 3 = 0,2 por semana y
Y = 3.4. Kermack y McKendrick también mencionaron varias suposiciones
simplificadoras en su modelo; por ejemplo, su modelo no tiene en cuenta
explicitamente que las ratas y las pulgas transmiten la peste. Sefialaron:

«Ninguno de estos supuestos se cumple estrictamente y, por lo
tanto, la ecuacién numérica solo puede ser una aproximacion
muy aproximada. No se debe esperar un ajuste perfecto y no se
deben hacer inferencias sobre los valores reales de las distintas
constantes.»
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A pesar de esta advertencia, puede ser interesante estudiar esto mds de cerca.
En particular, cabe preguntarse:

= ;cudles son los valores de los pardmetros del modelo original que co-
rresponden al ajuste de la figura[I2.1?

= ;cudl es la reproductividad asociada Z%?

En la seccién recordamos el contexto histérico y las férmulas ob-
tenidas por Kermack y McKendrick. En el apartado [I2.3] presentamos los
célculos que nos permiten hallar los valores de los pardmetros a partir del
ajuste, los aplicamos al caso de la peste en Bombay y explicamos que los
valores obtenidos son muy poco realistas. Por lo tanto, hay que cuestionar la
hipétesis de los valores constantes de los pardmetros. En la seccién se
analiza el papel de la estacionalidad, seguramente responsable del declive de
la epidemia en 1906, y se propone un modelo periddico para esta epidemia de
peste. El modelo incluye pulgas, ratas y humanos. La seccién [I2.5] presenta
primero una definicién de la reproductividad asociada a cada tipo de huésped
para los modelos periddicos. Esto se aplica al modelo de la seccién anterior.
La seccién compara las reproductividades del modelo periddico con la
reproductividad de un modelo reducido.

12.2 La peste bub6nica en Bombay y las formulas obteni-
das por Kermack y McKendrick

La peste bubénica aparecié en Bombay (actual Mumbai) en agosto de
1896. Se convirti6 en endémica y reaparecié en los afios siguientes con un
fuerte caracter estacional, como veremos en la secci(’)n[@ La peste también
se extendi6 por la India, causando mds de diez millones de muertes entre
1898 y 1918. En enero de 1905, el Secretario de Estado para la India, la
Royal Society y el Instituto Lister crearon un comité asesor. Su comité de
trabajo tenia su sede en Bombay. El comité realizé numerosos experimentos
de laboratorio e investigaciones de campo para estudiar todos los aspectos
de la enfermedad. Como resultado, entre septiembre de 1906 y abril de 1917
se publicaron no menos de ochenta y cuatro informes sobre la peste en la
India, con cientos de tablas, diagramas y mapas, como nimeros especiales
del Journal of Hygiene. La mayor parte de la informacién de este capitulo
procede de estos informes (la revista ha sido digitalizada).

La epidemia de peste estacional de 1906, que duré de enero a julio de ese
afio, fue la primera epidemia que estudié la comisién y también la que reci-
bié mayor atencion. Pero en realidad era de gravedad moderada. La comisién
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confirm6 el papel de las ratas y sus pulgas en la propagacién de la peste, pa-
pel que habia sido demostrado experimentalmente por Paul-Louis Simond en
1898. Cabe sefialar que M. Kesava Pai, con quien McKendrick iba a escribir
un articulo en 1911, y el director del Instituto Pasteur de la India en Kasau-
li, donde McKendrick iba a trabajar entre 1905 y 1920, eran miembros de la
comision.

Kermack y McKendrick estudiaron un modelo matematico con tres com-
partimentos:

= individuos susceptibles S(¢);
= individuos infectados con la plaga I(z);
= individuos muertos o inmunizados R(¢).

Las notaciones originales eran x(¢), y(¢) y z(¢); las notaciones S-I-R no se
hicieron convencionales hasta mucho més tarde. La poblacién total es N =
S(¢) +1(¢) + R(¢). Las ecuaciones fueron

ds dl dR

— =—kSI, —=kSI-bl, — =>I 12.2

dt Toodt Toodt ’ (12.2
donde k = a/N, a es la tasa de contacto efectiva y b > 0 una tasa de mortalidad
o de curacién. Si las condiciones iniciales son S(0) = Sp, I(0) =Ip, R(0) =0
y sia/b =1 cona > b, entonces el nimero de muertes por unidad de tiempo
viene dado por la férmula aproximada (12.1)) con

b382 b o _1q kSo 2 k2
- —— tanh(p)=-_—: 6= 220 9 2SI —
o 250k2 B 5 an (v) 5 ( b ) + olo73

(seccién [T.4). Dada la férmula (I2.1), el nimero o es el médximo de la fun-
cién dR/dt (unos 900 por semana en la figura[12.1) y #* = v/ es el momento
en que se alcanza el maximo (19 semanas después del inicio en esta figura).
Asi que en realidad solo hay un parametro desconocido en el proceso de ajus-
te, digamos 8. Kermack y McKendrick probablemente probaron varios valo-
res. Tras una estimacion inicial de 3, probablemente se dieron cuenta de que
su ajuste a la curva completa podia mejorarse cambiando ligeramente o (de
ahi que oo = 890 por semana) y t* = v/ (de ahi que +* = 17 semanas). Final-
mente optaron por 3 = 0,2 por semana y, por tanto, Y = 3,4. Sin embargo, el
modelo tiene cuatro pardmetros: Sy, Iy, k y b. ; Cémo podemos obtener cuatro
pardmetros desconocidos a partir de solo tres ecuaciones?
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12.3 Valores de los parametros

Sea ¢ = kSp/b. Asi que

b8,
= 55

=2 =2 5=\ 12 r20m/5.

Asi que § = (¢ — 1)/tanh(y) y obtenemos de la ultima ecuacién

o _ 20l _ 291 _ 2¢Iosinh’(y)
0_52—(¢—1)2_(¢_1)2(ﬁ_1)_ (p—1)2

tanh?

(12.3)

Pero las ecuaciones de o y 8 también indican que b =2/6 y

20°a ¢*a  ¢*o tanh(y) ¢« sinh(7)
b Bé  B(e—1)  B(¢—1)cosh(y)
Eliminemos Sy entre las ecuaciones (12.3) y (12.4). Llegamos a
_ 2B1Iysinh(y) cosh(y)  BIosinh(2y)
a a '

¢(¢—1) (12.5)

La unica raiz positiva de esta ecuacion cuadratica ¢ es

_ 1+/1+4Blysinh(2y)/c

¢ 2

(12.6)

Tenemos cuatro incognitas pero tres ecuaciones. Varias opciones para los
pardmetros (So,lo,k,b) corresponden al mismo triplete (o, 3, 7). (Cémo lo
solucionamos? Se puede decidir fijar uno de los parametros: el periodo infec-
cioso medio 1/b de la peste, el tamafio inicial Sy de la poblacién susceptible
en Bombay en 1905 o el nimero inicial de infectados Iy. No parece posible
fijar a priori el pardmetro k.

Al principio puede parecer que arreglar el periodo infeccioso es relativa-
mente sencillo. La duracién media de la enfermedad en los casos mortales
es de unos 5,5 dias. Sin embargo, también hay un periodo de incubacién de
unos 3 dias de media. Por iltimo, no hay que olvidar que el modelo (12.2)
es una simplificacién del proceso de infeccidn. Las ratas infectadas infectan
a sus pulgas, que a su vez infectan a otras ratas y ocasionalmente a los huma-
nos. La epidemia de peste en humanos estd completamente determinada por
la epizootia en ratas, con solo unos dias de retraso. Imaginemos entonces que
el sistema (I2.2)) es un modelo de plaga en ratas. En experimentos de labora-
torio, las ratas de Bombay a las que se transmitié realmente la peste murieron
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de media 9 dias después de su primera exposicion a las pulgas infectadas. Pe-
ro, de nuevo, no hay que olvidar que este tiempo puede tener poco que ver con
el «periodo infeccioso aparente» ya que las pulgas abandonan a las ratas solo
cuando ya estdn muertas. Los experimentos han demostrado que las pulgas
pueden permanecer infecciosas durante dos semanas durante la temporada de
la peste, pero solo durante una semana fuera de esa temporada. Por lo tanto,
existe una considerable variacién estacional, que se analizard en la seccién
Por lo tanto, es dificil elegir un valor para 1/b en un modelo auténomo
simple como el sistema (12.2)).

Consideremos ahora el tamaio inicial Sy de la poblacién que probable-
mente se encuentre en Bombay en diciembre de 1905. En aquella época, la
poblacién de Bombay se concentraba casi por completo en la «isla de Bom-
bay» y sus 22 millas cuadradas. El censo de febrero de 1906 arrojé una po-
blacién de aproximadamente un millén de habitantes. Fijemos So = 10°. La
ecuacion (12.4) muestra que ¢ es una solucién de la ecuacién de segundo gra-
do (o tanhy)¢? — (BSo)¢ + BSo = 0. Numéricamente, obtenemos ¢ ~ 202 o
¢ ~ 1,005. Pero la relacién muestra que o = a(¢ — 1) /(B sinh(2y)).
Esto da o bien Iy ~ 446 000, o bien I ~ 0,06; ambas soluciones son absur-
das, la primera porque la epidemia de 1906 maté a unas 10000 personas, la
segunda porque Iy es un ndmero de personas. Por tanto, no es posible tomar
a toda la poblacién como poblacidén de riesgo.

Queda por comprobar si al fijar Iy se obtienen valores realistas para los
pardmetros. Por ejemplo, pongamos Iy = 1 al principio de la curva epidémi-
ca. De hecho, Kermack y McKendrick (véase la figura no especifican
qué evento corresponde al tiempo ¢ = 0. Una vez elegido el nimero Iy, la
ecuacion da ¢. Podemos calcular 6 = (¢ — 1)/tanh(y) y b =28/4.
Finalmente S viene dado por la férmula y k=¢b/Sg. Con Iy =1,
obtenemos b ~ 4,32 por semana, Sg =~ 57 368 y k =~ 8,23 X 103 por semana.
Obsérvese que el periodo infeccioso medio serfa de 1/b = 0,23 semana o 1,6
dias. La poblacién de riesgo serfa N = S + Iy ~ 57 369. La reproductividad
seria Zy = kN/b ~ 1,09 y numéricamente casi igual a ¢. Este %, parece
bastante pequefio en comparacién con los valores tipicos de otras enferme-
dades infecciosas, sobre todo si se tiene en cuenta que la epidemia de peste
no se debid a un lento aumento de la densidad de poblacién hasta el umbral
de Zp = 1, sino casi con toda seguridad a la llegada por barco de ratas in-
fectadas; la tercera pandemia de peste comenz6 en 1894 en Hong Kong. Sin
embargo, dado que el «periodo infeccioso aparente» 1/b (que es dificil de
interpretar, como se ha comentado anteriormente) es también muy corto, el
tiempo de duplicacién log(2)/(kSo — b) al principio de la epidemia toma un
valor razonable, unos 13 dias. Un problema mayor surge cuando se considera
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la poblacién de riesgo N = 57000. Teniendo en cuenta los informes sobre la
distribucién geografica de los casos de peste en humanos, parece que todas
las zonas densamente pobladas de la isla de Bombay se vieron afectadas por
la epidemia. No hay ninguna razén obvia para que solo 57 000 personas estén
en riesgo cuando la poblacidn total es de aproximadamente un millén.

Uno podria preguntarse si una eleccion ligeramente diferente de Iy (que se
supone que es un niimero entero) podria conducir a valores de pardmetros mas
razonables. Esto se muestra en la Tabla[I2.1] donde incluimos %, en lugar de
k. Las curvas epidémicas correspondientes (no mostradas) se mantienen todas
cercanas a la de la Figura [I2.1] pero la aproximaci6n se deteriora a medida
que Ip aumenta.

Cuadro 12.1: Sensibilidad de los pardmetros a la eleccién de Iy.

Io So 1/b (dias) %o

1 57368 1,6 1,09
2 35439 3,0 1,17
3 28202 4,3 1,24

La tabla[I2Z.1] parece sugerir que el proceso de estimacion no es realmente
robusto. Pero se supone que % estd justo por encima de 1, donde el modelo
es muy sensible a pequefios cambios en los valores de los pardmetros. En
cualquier caso, los distintos valores de So y N = So + Iy de la tabla[I2.1] son
todos demasiado pequefios para ser realistas.

Hasta ahora se asumia implicitamente que todas las infecciones condu-
cen a la muerte. Sin embargo, los estudios informan de 11010 muertes en-
tre 12245 infecciones, es decir, un 90% de mortalidad. Dado que R(¢) in-
cluye tanto a las personas fallecidas como a las curadas, la curva de dR/dr
(fig. debe reescalarse con un nuevo maximo o igual a 890/0,9 ~ 989,
permaneciendo idénticos los pardmetros 3 y y. Con Iy = 1, los nuevos paré-
metros son So = 69183, 1/b ~ 1,5 dias y %, ~ 1,08. Hay poca diferencia
con el caso en el que hay un 100 % de mortalidad; la poblacién estimada en
riesgo sigue siendo demasiado pequeiia.

En resumen, parece que el ajuste de la curva epidémica bajo el supues-
to de pardmetros constantes conduce a valores de pardmetros poco realistas.
No basta, como escriben Kermack y McKendrick, con que «la curva calcula-
da, que implica que las tasas no variaron durante el periodo epidémico, sea
aproximadamente coherente con las cifras observadas».
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12.4 Estacionalidad

La solucién al problema del apartado anterior es, de hecho, muy senci-
lla. El modelo (I2.2)) debe ser abandonado. Podemos obtener la curva de la
figura[I2.1] con valores de pardmetros mds realistas incluyendo la estaciona-
lidad. El objetivo es ahora desarrollar tal modelo de la epidemia de peste y
estimar la correspondiente reproductividad %j. Esto incluird a los dos princi-
pales huéspedes, las ratas y las pulgas, para los que la reproductividad .7 de
un tipo es una mejor medida del esfuerzo necesario para controlar la epide-
mia que Z. Por lo tanto, también discutiremos el cdlculo de %) para modelos
estacionales, que puede ser de mayor interés.

La peste aparecié en Bombay en agosto de 1896, pero la primera epidemia
real comenzd en la primavera de 1897. Se convirtié en algo endémico. Las
muertes por peste se produjeron casi todos los meses al menos hasta 1911, con
picos en marzo o abril de cada afio (fig.[I2.2). Se observé sistematicamente
una alta mortalidad entre diciembre y junio, y una baja mortalidad entre julio
y noviembre. La peste siguié siendo frecuente en Bombay hasta 1923. Este
cardcter estacional y regular es muy diferente de las epidemias de peste de los
siglos XIV a XVIII en Europa, que se producian de forma irregular.

[r)nouresrctaenﬁana ano
% 1000

500 |

Figura 12.2: Numero semanal de muertes por peste en Bombay entre enero de 1897 y
diciembre de 1911.

Los trabajos contemporaneos a la epidemia en la India estudiaron el ori-
gen de esta estacionalidad. Una comparacién con las estadisticas meteoro-
I6gicas mostré que la epidemia no puede mantenerse cuando la temperatura
media es superior a 80°F o 26,7°C. Se obtuvo una conclusién similar pa-
ra otras regiones de la India, y la humedad desempefié un papel secundario.
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Los bacilos de la peste son sensibles a la temperatura. Los experimentos de
laboratorio demostraron que la proporcién de pulgas en cuyos estomagos se
produce una abundante multiplicacién de bacilos de la peste puede ser varias
veces mayor en tiempo fresco que en tiempo calido. En consecuencia, las pul-
gas pueden seguir siendo infecciosas durante mucho mds tiempo cuando hace
frio que cuando hace calor. El uso de una habitacion fria o una habitacién con
calefaccién mostro resultados similares.

Otro factor fue la presencia estacional de pulgas de rata. Se capturaron
mads pulgas utilizando cobayas como cebo entre enero y marzo que en otros
meses del afio. El nimero medio de pulgas encontradas fue mayor en las
ratas capturadas entre febrero y mayo. Sin embargo, las variaciones en la
abundancia de pulgas podrian deberse a que éstas abandonan las ratas muertas
por la peste para encontrar un nuevo huésped.

La estacionalidad de la fecundidad de las ratas, estimada por la fraccién
de ratas jovenes y prefiadas entre las ratas capturadas, parecia menos impor-
tante. Sin embargo, las poblaciones de ratas ciertamente fluctuaron debido a
la mortalidad de la plaga.

Con todos estos elementos, estd claro que el descenso de la epidemia de
1906 en junio no debe atribuirse a un descenso del nimero de humanos sus-
ceptibles por debajo de un determinado umbral, como sugiere el modelo de
Kermack y McKendrick, sino simplemente a un factor estacional que afecta a
los bacilos y a las pulgas. Como modelo alternativo, se podria intentar mante-
ner las mismas ecuaciones pero con coeficientes periédicos k o b. Pero
en este momento, parece apropiado un modelo algo mds complejo y realista.
Sean

= S(¢) el nimero de ratas susceptibles,

= I(¢) el nimero de ratas infectadas,

= R(#) el nimero de ratas inmunes,

» P(r) =S(¢r) +1(z) + R(¢) el nimero total de ratas vivas.

Mais concretamente, solo se considerard la rata negra, aunque los informes
indican claramente que la epizootia de peste entre estas ratas siempre fue
precedida, con pocas semanas de diferencia, por una epizootia similar entre
las ratas marrones. Sean

= V(¢) el ndmero de vectores, es decir, de pulgas infectadas que viven en
libertad y que atin no se han adherido a una rata o a un ser humano,

= H(¢) el nimero de humanos infectados,
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= D(¢) la incidencia de muertes por peste en humanos.

Los seres humanos susceptibles y las pulgas susceptibles no se tienen en
cuenta porque probablemente estaban en exceso: recordemos que habia unas
10000 muertes humanas por peste al afio en una poblacién de un millén.
Dado que la peste bubdnica es principalmente una epizootia entre las ratas,
siendo el ser humano solo un huésped ocasional de las pulgas de las ratas,
se tiene en cuenta el nimero de ratas susceptibles e inmunes. El proceso de
infeccién se resume como sigue:

f{—f:A(P)—mS—c(l—co)n(G(t))%V—s—eul, (12.7)
dl S

dR

= nul—mR, (12.9)
%:xv(lfefn)ul—cv, (12.10)
% =con(6(t))V—>bH, D(¢t) = o bH(r). (12.11)

La tabla da el significado de los pardmetros y sus valores numéricos.
Afadamos algunos comentarios sobre el modelo y los parametros:

= Obsérvese la similitud entre este modelo y los modelos de infeccién del
VIH dentro del huésped: las ratas infectadas liberan las pulgas cuando
mueren, al igual que las células CD4 infectadas liberan los viriones del
VIH.

= El modelo es adecuado para la peste bubénica, la mas comiin con dife-
rencia en la India, pero, por supuesto, no para la peste neumonica, que
fue, por ejemplo, la forma principal de la epidemia de peste en Harbin
(China) en 1910. La peste neumodnica puede transmitirse directamente
entre humanos.

= Los experimentos de laboratorio han demostrado que la transmision
directa de la peste bubdnica no puede producirse en ausencia de pulgas.

= Los datos del articulo clasico de Leslie [10, Capitulo 25] son para la
rata parda (nétese que log(2)/m = 23 meses es la vida media). Sin em-
bargo, la crfa experimental de ratas negras, cuya poblacién crece como
e~ ha dado resultados similares. El pardmetro K en la expresién
de A(P), que estd relacionado con el tamaifio de la poblacién de ratas,
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es un parametro libre que se ha utilizado para el ajuste de curvas de la
peste en humanos.

= E] tiempo medio que tarda una pulga libre en encontrar un huésped
se tom6 como 1/c = 1 dia, debido a la siguiente observacién: «en un
edificio de Bombay, en el que se habia producido una gran mortandad
entre las ratas, que result ser debida a la peste, habiamos cogido pul-
gas de rata en gran nimero de las piernas de los hombres que entraban
en algunas de las habitaciones de ese edificio, incluso por poco tiem-
po». Tomar 1/c = 0,5 dia no supone casi ninguna diferencia (véase la
seccion[12.6) més adelante).

= La proporcién w de pulgas libres que encuentran un huésped humano
depende de las condiciones sanitarias de Bombay. Se utiliz6é como pa-
rdmetro a ajustar, observando que el nimero de muertes debidas a la
peste es casi proporcional a .

= La probabilidad de transmisién 7(6) modela la dependencia de la tem-
peratura del desarrollo del bacilo en los estémagos de las pulgas. Se
eligié una funcién suave con un umbral relativamente agudo en 80°F
para que las pulgas tengan aproximadamente la mitad de probabilida-
des de transmitir la peste en tiempo caluroso que en tiempo fresco. La
probabilidad mdxima de transmision 7y es un pardmetro libre que se ha
utilizado para ajustar la curva de la peste en humanos. Un estudio infor-
ma de una probabilidad de transmisién por picadura inferior al 15 %;
sin embargo, hay que tener en cuenta que 7(6) es la probabilidad de
transmisién global, lo que implica multiples picaduras de la pulga en
su huésped rata.

» La figura[T2.3]muestra la temperatura media registrada en Bombay des-
de enero de 1897 hasta diciembre de 1906 con un paso de tiempo de
dos semanas. Se acerca a una funcién periddica. Para nuestro mode-
lo, hacemos la suposicién simplificadora de que 0(¢) es una verdadera
funcién periddica con un periodo T = 1 afio y con valores obtenidos
promediando los diez afios de datos de la figura [I2.3] No existe una
correlacion evidente entre la desviacion de la temperatura mensual con
respecto a su media y las variaciones en el tamafo de los picos de las
epidemias estacionales en la figura[12.2]

= Las proporciones 1 y € de ratas infectadas que sobreviven a la peste
con o sin inmunidad no son féciles de estimar, ya que muchas de las ra-
tas utilizadas en los experimentos de laboratorio ya eran inmunes. Pero
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Cuadro 12.2: Valores de los pardmetros.

A(P) fertilidad de las ratas r = 0,4/mes
A(P)=rP/(1+P/K) K =50 000 ajuste

1/m  esperanza de vida de las ra- m = 0,03/mes
tas

1/c  eshorade que las pulgas li- ¢ = 30/mes
bres encuentren un anfitrién

0} proporcién de pulgas libres @ =2% ajuste
que encuentran un huésped
humano

m(0) probabilidad de transmisiéon m(0) = m x (0,75— ajuste
de la pulga a larata o al ser 0,25 tanh(6 — 80)),
humano (6 en °F) 7o =90%

0(t) temperatura (°F) Figura[12.3]

1/ duracién de la peste enratas [t = 3/mes

€ proporcién de ratas que se €=10%
recuperan sin inmunidad

n proporcién de ratas inmuni- 1 =10%
zadas

X nimero de pulgas por rata x=4

v transmisién de la rata a la v=m supuesto
pulga

1/b  duracién de la plaga humana b = 4/mes

o mortalidad oc=90%
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Figura 12.3: Temperatura media en °F en Bombay entre enero de 1897 y diciembre
de 1906 y la funcidn periddica que mejor la aproxima (linea de puntos).

experimentos similares, realizados en cobayas no inmunizadas en con-
diciones de temperatura favorables, sugirieron que un 10-20 % podria
sobrevivir. En aras de la simplicidad, se ha supuesto que € = 10%. De
este modo, una rata infectada que sobrevive a la plaga tiene un 50 %
de posibilidades de ser inmune y un 50 % de posibilidades de seguir
siendo susceptible.

= El nimero de pulgas que se encuentran en las ratas negras varia segin
la temporada. Solo se mantuvo la media de )y ~ 4 pulgas por rata.

= Como la rata es un animal de sangre caliente, se ha supuesto que la
probabilidad de transmision de la peste de la rata a la pulga no depende
de la temperatura exterior y es igual al miximo de la probabilidad de
transmision de la pulga a la rata, es decir, v = mp.

En resumen, se mantuvieron tres parametros libres principales (K, ®, my)
para ajustar el nimero de muertes por plaga. Ajustamos estos parimetros por
ensayo y error para obtener un nimero maximo de muertes inferior a 1000
por semana, para tener un pico epidémico en marzo o abril y para tener una
epidemia estacional que dure unos 5 meses. Finalmente elegimos K = 50 000,
O =2%y m =90%. La poblacién de ratas negras en ausencia de peste es,
por tanto, S* = K(r/m — 1) a2 620 000, es decir, menos de una rata negra por
habitante. Con nuestra eleccién de los valores de los pardmetros y con una
rata infectada introducida a principios de agosto de 1896, el modelo (12.7)-
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(I2.11)) converge a una solucioén periddica, que comparamos con los datos de
los afios 1904-1907 en la figura[12.4]

1000 |

muertes por semana o
o

Figura 12.4: Nimero semanal de muertes por peste entre enero de 1904 y diciembre
de 1907 y la componente D(z) de la solucién del modelo periédico.

El resultado del modelo no puede ajustarse a toda la serie temporal de la
Figura [I2.2] por las siguientes razones. El primer pico epidémico producido
por el modelo tras la introduccién de un caso infectado es varias veces mayor
que los picos de los afios siguientes, ya que todas las ratas son susceptibles al
principio. Esto no es lo que se observa en la figura Las posibles expli-
caciones se encuentran en un informe sobre la peste en Bombay publicado en
1897, es decir, un afio después del comienzo de la epidemia y varios afios an-
tes de la creacion del comité consultivo y la comisién de trabajo. El informe
detalla las dificultades para llegar a estimaciones fiables de la mortalidad por
peste durante el primer afio de la epidemia: en algunos meses, se estimd que
las muertes contabilizadas como debidas a la peste (fig. [I2.2)) eran menos de
un tercio del exceso de mortalidad calculado restando la mortalidad media de
los afios anteriores del total de la mortalidad observada durante la epidemia.
En cambio, un informe publicado diez afios después, en 1907, se mostraba
muy confiado en las estadisticas de la peste, ya que la identificacién de los
casos de peste se habia convertido en algo rutinario. Por lo tanto, el tama-
fio de los primeros picos epidémicos en la figura[I2.2] es cuestionable. Otro
factor importante es el descenso de la poblacién de 850 000 a 437 000 entre
diciembre de 1896 y febrero de 1897; la gente habia huido de Bombay pa-
ra escapar de la peste. Esta migracion, considerada entonces «probablemente
Unica en la historia del mundo», disminuy¢ sin duda el tamaiio del primer pi-
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co epidémico. La poblacién volvié a su nivel normal unos meses después del
primer pico. Por tltimo, es posible que los menores picos epidémicos des-
pués de 1907 (fig. [I2.2) se debieran a las eficaces intervenciones sugeridas
por la comisién después de comprender cuidadosamente la epidemiologia de
la peste. Todo esto tiende a justificar por qué la figura se centra solo en
el periodo 1904-1907.

La figura[I2.5|muestra las oscilaciones periédicas de la poblacién de ratas.
En comparacién con la situacion libre de la enfermedad, la plaga ha reducido
la poblacién total de ratas unas cinco veces. La poblacion de ratas suscepti-
bles también es muy pequefia durante la temporada de la plaga, de febrero a
abril, pero empieza a aumentar a finales de abril, cuando las temperaturas mas
altas reducen la transmisién. Este aumento se mantiene hasta el siguiente mes
de enero. El nimero de ratas susceptibles y las condiciones de temperatura
son entonces favorables para una nueva epidemia. El nimero minimo de ratas
infectadas durante una temporada es de 26, que es demasiado pequefio para
ser visible en la figura[I2.5] pero probablemente suficiente para evitar la extin-
cion si se tuviera en cuenta la estocasticidad. La proporcién de ratas inmunes
R/P varia desde el 25 % en febrero, al principio del brote estacional, hasta el
65 % en mayo, al final del brote. Estos cambios en la inmunidad también se
observaron en experimentos de laboratorio. Por dltimo, puede observarse que
la epidemia de la figura[T2.4]y 1a epizootia de la figura[I2.3]se solapan en gran
medida, y que la primera va solo unas semanas por detras de la segunda. Asi
lo confirman los datos relativos al nimero de ratas negras infectadas (vivas o
muertas) examinadas en Bombay en 1905-1906.
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Figura 12.5: Poblacion de ratas: susceptibles (S), infectadas (I), inmunes (R) y totales
®).
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Al igual que en el modelo periddico clasico S-I-R con demografia (véase
[21] y la secci6n [16.1)), el modelo (12.7)-(I2.1T) también puede tener solu-
ciones subarmoénicas (cuyo periodo es un multiplo del afio) y posiblemente
también soluciones cadticas para diferentes valores de los pardmetros. No
se ha intentado dibujar un diagrama de bifurcacién. Esta posible compleji-
dad puede explicar en parte por qué los picos epidémicos estacionales de la
figura [I2.2] no son todos del mismo tamario. La idea aqui era simplemente
mostrar que un modelo estacional podia ajustarse a los datos con valores de
pardmetros realistas.

12.5 La reproductividad de un tipo con estacionalidad

Pasemos ahora a la segunda cuestion planteada en la seccién [I2.1} ;cudl
es la reproductividad asociada a la plaga en Bombay? Utilizaremos el mode-
lo periédico del apartado anterior, que incluye ratas y pulgas. En el caso de
las enfermedades infecciosas con multiples huéspedes, es mejor calcular la
reproductividad para cada «tipo», es decir, la reproductividad para cada hués-
ped. Recordemos primero algunas generalidades sobre la reproductividad de
un tipo en un entorno constante antes de extender la nocién a los modelos
periddicos.

Un entorno constante.

Consideremos un modelo auténomo linealizado con m compartimentos
infectados dI/dr = (A —D)I(¢), donde

w 1(2) = (L1 (2),. .., Ln(2)),
= A es una matriz de infeccién cuyos elementos son todos > 0,

= D es una matriz de transicion y curacién con D; ; < 0 para todo i # j,
Y;D; ; > 0 para todo j y tal que todos sus autovalores tienen una parte
real positiva.

Lo llamaremos el modelo (A, D). La reproductividad es Zp = p (%), el radio
espectral de la matriz no negativa .2 = AD~! (capitulo .

Supongamos ahora que el control se realiza sobre un subconjunto no vacio
& C{1,...,m} de todos los estados infectados. Sea P la matriz de proyeccién
sobre este subconjunto: P; ; =0sii# joi=j¢ & Pj=1sii=j€ &. Sea
# la matriz identidad de orden m. Sean

A=PA, A*=(#-P)A, D=D-A"
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En otras palabras, las filas de la matriz A cuyo nimero estd en el conjun-
to & son las mismas que las de la matriz A mientras que las otras filas son
nulas. Entonces A = A + A*. Como AA* es una matriz no negativa, todos los
elementos no diagonales de la matriz D son no positivos. Adem4s,

D=D-(#-P)A=[# (5 -P)AD"'|D=[# — (5 —P).#]D.

Para que la reproductividad .7 asociada a & esté bien definida, supondremos
que p((& —P)#) < 1. Como A—D = A —D, es como si tuviéramos un

modelo linealizado Jl
== (A- ﬁ) 1(t
g~ (A-D)10)

con una matriz de transmisién A y una matriz de transicién y curacién D.
Llegamos a la definicién:

para el modelo (A, D), la reproductividad Sy asociada a & es la
reproductividad del modelo (K, ]3)

Asi,

Z=p (AD™') =p (PAD™'.7 — (7 —P).#] ™)
=p(PA[I— (5 -P)H]"). (12.12)

Para modelos de tiempo discreto de la forma I(r + 1) = (A+B)I(¢) con
matrices no negativas A y B tales que p(B) < I (ver capitulo @), tenemos
Ry = p(H) con # = A(F —B)~!. Un cdlculo similar muestra de nuevo
que

Fo=p (PA(I — (S —P)A-B) ) =p (P45 — (5 -P)H] ).

Un entorno perioédico
Consideremos ahora un sistema linealizado T-periddico

dl
o= (A -DO)1),
que se denomina modelo (A(¢),D(¢)), donde A(¢) es una matriz continua de
infeccién no negativa y D(¢) es una matriz continua de transicién y recupe-
racién con elementos no diagonales que son negativos. Se supone, ademds,
que el multiplicador de Floquet dominante p(X(T)) del sistema dX/dt =
—D(#) X(t) con X(0) = .# es estrictamente menor que 1.
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Consideremos como arriba un subconjunto & C {1,...,m} y la corres-
pondiente matriz de proyeccién P. Sea A(r) = PA(zr), A*(r) = (£ —P)A(t) y

~

D(r) = D(t) — A*(r). Entonces A(t) = A(1) + A*(t) y A(t) —=D(t) = A(r) —
D(¢). Los elementos no diagonales de la matriz D(z) son no positivos. Su-
pongamos que el multiplicador de Floquet dominante p(X(T)) del sistema
dX/dt = —D(t)X(t) con X(0) = .7 es estrictamente menor que 1. Aqui estd
la definicion:

la reproductividad F asociada a & en el modelo (A(t),D(t)) es

la reproductividad del modelo (A(t),D(r)).
Para el caso particular de los sistemas de ecuaciones diferenciales, la teoria
de Floquet puede utilizarse para calcular % (proposicion[7.7): %, es el Gnico
nimero positivo tal que el sistema periddico lineal
dal {A(r)

T —D(z)] I(z)

tiene un multiplicador de Floquet dominante igual a 1. Asi, la reproductividad
I asociada a & es el unico nimero positivo tal que

dt

ar _
dt

All) =~
3 —D(t)] 1(¢) (12.13)

presenta un multiplicador de Floquet dominante igual a 1. Este ntimero 9 tie-
ne las mismas propiedades de umbral que Zy: tenemos J > 1 si y solo si el
sistema dI/dt = (<7 (t) — 2(t))I(¢) tiene una tasa de crecimiento positiva. Pe-
ro esto es igual a la tasa de crecimiento del sistema d1/dr = (A(t) —D(2))1(z).
Asi que el estado libre de enfermedad es inestable si y solo si Zp > 1.

Para modelos T-periddicos en tiempo discreto I(z+1) = (A(z) +B(¢))I(¢)
con matrices no negativas A(r) y B(r) y p(B(T—1)---B(1)B(0)) < 1 como
en el capitulo[6] la reproductividad de un tipo sigue estando dada por la repro-
ductividad del modelo equivalente I(r + 1) = (A(t) +B(r))I(z), donde A(r) =
PA(r) y B(t) = (.# —P)A(r) +B(r), siempre que p(B(T—1)---B(1)B(0)) <
1.

Por ultimo, para los modelos de ecuaciones en derivadas parciales peri6-
dicas estructuradas por el tiempo x transcurrido desde la infeccién (edad de
infeccién), que son de la forma

ol  d1I

§+$ = —D(t,x)1I(t,x), (12.14)
~+o0

10,00 = [ A(t,2)1(t,x)dx, (12.15)

0
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la reproductividad de un tipo puede definirse como el nimero real positivo
) tal que el sistema (12.14) con la condicién de frontera

e (PA(t,

I(£,0) = / ((x) + (& —P)A(t,x)) I(r,x)dx
Jo )

tiene una tasa de crecimiento de cero, o equivalentemente, una reproductivi-

dad igual a 1, siempre que el sistema (T12.14) con la condicién de frontera

~+oo
1(,0) = /O (7 —P)A(t,2)1(t,%) dx,

tiene una tasa de crecimiento estrictamente negativa (o una reproductividad <
1). Cuando A(z,x) y D(z,x) no dependen de x, es facil ver que esta definicién
coincide con la definicién de la ecuacién (I12.13).

Una aplicacion

Como ejemplo, consideremos el modelo de la seccién[12.4] El nimero de
ratas en el estado libre de enfermedad es S* = K(r/m — 1). El sistema lineali-
zado para las ratas infectadas y las pulgas da un vector de estados infectados
que es el vector (I(z),V(¢)). La reproductividad %y, la reproductividad Jx
asociada a las ratas y la reproductividad % asociada a las pulgas son tales
que los sistemas lineales periddicos de ecuaciones diferenciales definidos por
las matrices

—H c(1—)m(6(1)/ %o
( xv(l—e—m)u/Z%o —c >7 (12.16)
—u - )(6()/ %
< xv(l—e—m)u e K ) (12.17)
—H c(l1—w)m(6(r))
( av(l—e—n)u/ —c ) (12.18)

tienen todos un multiplicador de Floquet dominante igual a 1. Con los valores
de los parametros del apartado anterior, obtenemos %y ~ 1,3y IR = H =~
1,8 (mds concretamente Jg = Jv ~ 1,78). En el caso particular de sistemas

periédicos como (12.16)-(12.18), también tenemos (%p)> = Fr = Fv, como

en el caso autébnomo.

12.6 La dindmica lenta-rapida y el modelo S-I-R

En la seccién [12.4] se observé que la curva del nimero de muertes por
peste no era sensible al cambio del pardmetro c. La explicacién es sencilla: el
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tiempo medio necesario para que una pulga libre encuentre un nuevo huésped,
1/c =1 dia o 1/30 de un mes, es la escala de tiempo mads corta del modelo
(I2.7)-(IZ-11). Por lo tanto, podemos esperar que la ecuacién (12.10) esté en
un estado cuasi-estacionario: ¢V ~ y V(1 — & —n)u L Sustituimos ¢V en las
ecuaciones (12.7), (12.8) y (I2Z.T1). Obtenemos el siguiente sistema reducido,
que no implica c:

%‘j’ — AP —mS—(I —w)n(e)%xv(l Ce—multenl, (1219
%:(1—w)n(e)ng(l—s—n)ul—ul, (12.20)
dR

e nul—mR, (12.21)
C;—I;I =wrn0)fv(l—e—n)ul—>bH, D(t) = o bH(). (12.22)

Podemos comprobar que la solucién periddica de este sistema es efectiva-
mente muy cercana a la del sistema (I2.7)-(IZ.T1)) con ¢ = 30 al mes y atin
mds cercana cuando ¢ = 60 al mes. Consideremos ahora la ecuacién (12.20).
Como solo hay un tipo de huésped obligado en el sistema reducido, la repro-
ductividad %, y la reproductividad de un tipo .% coinciden y son iguales a la
media temporal

T
(1- ) H/O ﬂ(@(t))dt} xv(l—e—1)
(proposicién|[7.8). Numéricamente obtenemos 7 ~ 1,79, un valor que es bio-
I6gicamente indistinguible del valor 1,78 obtenido en la seccién con la
teoria de Floquet.

El sistema (12.19)-(I12.21) es una especie de versi6n periédica del modelo
S-I-R (12.2) pero con demografia y un posible retorno tras la recuperacion a
la clase susceptible. El nimero de muertes dado por la relacién (I2.22)) sigue
las variaciones de I(¢) con un retraso 1/b de una semana.

12.7 Conclusion:

El modelo propuesto por Kermack y McKendrick no es realmente bueno
desde el punto de vista biolégico. Aunque la epidemia de 1906 solo durd unos
meses, no se puede ignorar la influencia de la estacionalidad. Por lo tanto, se
propuso un nuevo modelo periédico. Como el modelo incluia dos huéspedes
diferentes, se calculé la reproductividad de un tipo en lugar de Z. Esto am-
pli6 la nocién de reproductividad de un tipo a los modelos con estacionalidad.
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La reproductividad de un tipo para el modelo de dos huéspedes también se
compard con la reproductividad de un modelo reducido con un solo huésped.

Los problemas del modelo de Kermack y McKendrick sobre la epidemia
de peste en Bombay no serian significativos si no se utilizara en los libros
de texto como uno de los mejores ejemplos de cémo un modelo matemadtico
puede explicar el proceso epidémico y puede ajustarse a los datos. El primer
problema era el tamafio N de la poblacién en riesgo. Muchos modelos pres-
tan mucha atencion a la estimacién de la reproductividad, que en los modelos
simples estd estrechamente relacionada con la fraccién final de la poblacién
que acaba infectada. Pero ja qué poblacion se aplican estos cdlculos? ;Se
trata de la poblacién del barrio donde comienza la epidemia, de la poblacion
de la ciudad, de la regién o de todo el pais? Parece que hay mucha mas in-
certidumbre sobre N que sobre %Zy. Ambos son necesarios para predecir el
tamafio final de la epidemia; N es incluso mds critico que %, para obtener el
orden de magnitud de la epidemia. El segundo problema era que el modelo de
Kermack y McKendrick no tenia en cuenta la estacionalidad, a pesar de que
ésta es una de las caracteristicas mds evidentes de la figura[I2.2] Esta obser-
vacién también puede ser relevante para algunos estudios contemporaneos de
modelizacién de pandemias.
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Tamaiio final de las epidemias con estacionalidad

Estudiamos un sistema S-1-R con coeficientes periddicos que des-
cribe una epidemia en un entorno con estacionalidad. Al contra-
rio que en un entorno constante, el tamario final de la epidemia
puede no ser una funcion creciente de la tasa de contacto. Ade-
mds, pueden producirse grandes epidemias incluso si %y < 1.
Pero como en un entorno constante, el tamario final de la epide-
mia tiende a 0 si %y < 1 cuando la fraccion inicial de personas
infectadas tiende a 0. Cuando %y > 1, el tamario final de la epi-
demia es mayor que la fraccion 1 — 1/ % de la poblacion inicial
no inmune.

13.1 Modelo S-I-R periédico

Consideremos el sistema S-I-R para las fracciones de poblacion:

%:—a(t)SI, %:a(t)SI—b(t)I, %:b(z‘)l. 13.1)
La tasa de contacto efectiva a(t) y la tasa de curacién b(¢) son funciones con-
tinuas, positivas y T-periddicas. La funcién S(¢) es la fraccién de la poblacién
que es susceptible, es decir, que atin no estd infectada, 1(¢) la fraccién que estd
infectada, R(#) la fraccién que se ha recuperado de la infeccién y es inmune,
de modo que S(¢) +I(¢) + R(¢) = 1. Considere la condicién inicial

S(to)=1—i—r, I(to)=1i, R(to)=r, (13.2)

coni>0,r>0yi+r<1. Seexcluyen los casos triviales i =0y i+r=1.
El caso particular en el que r = 0 corresponde a una enfermedad emergente
para la que la poblacién no tiene inmunidad. Sea R el limite de R(¢) cuando
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t — +oo. Entonces R., — r es el tamaiio final de la epidemia. El sistema (13.1)
con una funcién periédica a(t) y un pardmetro constante b puede utilizarse
para las enfermedades virales transmitidas por el aire que se propagan en una
escala temporal rdpida en relacién con los procesos demogréficos y el periodo
de inmunidad, como la gripe y el SARS (sindrome respiratorio agudo severo).

Cuando las funciones a(t) y b(t) son constantes, el sistema es el
modelo S-I-R de Kermack y McKendrick (capitulo [I). Existe en este caso
una férmula implicita para el 1imite R,

1—Re=(1—i—r)exp {% Rl‘"’_'"}, (13.3)
—r

donde Zy = a/b es la reproductividad. Esta férmula se demuestra como la
proposicién Se deduce que R. es una funcién creciente de % y i, in-
dependiente de fy. Si %y < 1, entonces Ro, — r cuando i — 0. Si Zy > 1
entonces

Reo—r=(1-r)(1-1/%),

como en la observacion [I.2] del capitulo [I] En el caso de una enfermedad
emergente en la que r = 0, el limite R., puede identificarse con el resultado
de una prueba de seroprevalencia tras el final de la epidemia. La ecuacién
da entonces una estimacién de la reproductividad %y, que a su vez
da una estimacién de la cobertura de vacunacidn necesaria para prevenir una
epidemia en otras regiones con caracteristicas similares.

Los capitulos anteriores han explorado el problema de la definicién de la
reproductividad para los sistemas periddicos. En resumen, tenemos para el
sistema ((13.1)

_ 1 T _ 1 T
Bo—a(l—r)/b, d:—/a(t)dt, b:—/b(t)dt,
T Jo T Jo

donde observaremos de paso que @ > 0y b > 0. De hecho, al linealizar el
sistema (13.1]) cerca del equilibrio libre de enfermedad (S=1—-r,1=0,R=

r), vemos que
dl
i a(t)(1—r)I->b()L
Ho = 1 es evidentemente el umbral de esta ecuacién periddica lineal simple.
Pero también podemos demostrar que % es el radio espectral del operador

integral % en el espacio de funciones continuas T-periddicas, donde

(HV)(1) = O+°° K (1, x)v(t — x) dx,
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t

K(r,x) = a(r)(1 - r)exp (— b(s) ds>

es la tasa de produccidn de casos secundarios en el momento ¢ por una persona
infectada en el momento ¢ — x (capitulo [7). Este punto de vista se acerca a la
definicion habitual de reproductividad %, en un entorno constante como el
nimero medio de casos secundarios producidos por un caso inicial. Pero la
estacionalidad introduce un nivel de complejidad similar al de los modelos
epidémicos estructurados por edades, para los que % es el radio espectral de
un operador integral. La reproductividad % es también el tinico nimero real
positivo tal que el sistema lineal peridédico

1—x

da =a(t)(1—r)I/%—b(t)1

dt

tiene un multiplicador de Floquet dominante igual a 1. Nétese que llamamos
% ala reproductividad, mientras que algunos autores la llamarian reproduc-
tividad efectiva y mantendrian %, para la relacién @/b. En cualquier caso, %
no depende del nimero inicial de infectados i = 1(#) ni de #,.

En la seccién[I3.2] comenzamos estudiando qué propiedades del modelo
de Kermack y McKendrick se mantienen en el caso periédico (I3.1)). Resulta
que el tamaifio final de la epidemia R.. puede no ser una funcién creciente de
la tasa de contacto, que es una funcién T-periddica de 7y y que puede no ser
una funcién creciente de i. La primera de estas observaciones es algo con-
traproducente. Esto implica que puede ser imposible estimar % a partir de
los datos de seroprevalencia. Las simulaciones también muestran que pue-
den producirse grandes epidemias incluso cuando %, < 1. Esto sucede si la
enfermedad se introduce durante un periodo favorable, si la fraccién inicial
de personas infectadas no es demasiado pequeiia, si la estacionalidad es su-
ficientemente marcada y si el periodo medio de infeccién 1/b es corto en
comparacién con la duracién T de una temporada. La epidemia de chikun-
gunya de 2007 en Italia fue quizds un caso de este tipo. No se debe concluir
que Zo > 1 simplemente a partir de la observacién de un pico epidémico y se
debe tener cuidado con la definicién de % si la estacionalidad es importante.
Las simulaciones también muestran que el tamafio final de la epidemia puede
ser muy sensible a pequefios cambios en Zy. Esto puede explicar por qué es
tan dificil predecir el futuro de una epidemia influida por la estacionalidad,
como se observo durante la epidemia de chikungunya en 2005 y 2006 en La
Reunién.

Demostramos en la seccion @]que, como en el modelo de Kermack y
McKendrick, Zy = 1 es un umbral para el sistema periédico no lineal (13.1).
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Demostramos con mayor precision que
= si %y < 1, entonces R, — r — 0 cuando i — 0.
m si%o > 1,entonces R —r > (1 —7)(1—1/%p) paratodo 0 < i< 1—r.

En el caso de que %y > 1, tenemos 1 — Re. < (1 —7)/%y. Asi que la epide-
mia acaba dividiendo a la poblacién inicial no inmune en un nimero mayor
que Zp. Se han demostrado teoremas de umbral similares para varias gene-
ralizaciones del modelo de Kermack y McKendrick. Pero nuestro método de
prueba serd diferente porque no se puede encontrar una ecuacién para el ta-
mafio final similar a la ecuacién (I3.3) cuando el sistema tiene coeficientes
periédicos. También mostramos en la seccién[13.3|que el teorema del umbral
sigue siendo valido para un sistema periédico S-E-I-R.

13.2 Simulaciones numéricas
Consideremos el sistema (I3.1)) con, por ejemplo,
a(t)=a[l+esen(2mt/T)],

donde el periodo T = 1 afio representa la estacionalidad. En esta seccién se
supone que r = 0, como para una enfermedad emergente. Estudiamos cémo
R.. depende de los otros parametros: @, €, b, ty y i.

La figura [I3.1[a) muestra que el tamafio final de la epidemia R.. puede
no crecer con la tasa de contacto. Los valores de los parametros son € = 0,5,
1/b =1 semana = 1/52 afio, #o/T = 0,5, i = 10~ y tomamos dos valores
para a que corresponden a %y = a/b =2y %y = 2,5. Si denotamos a ()
y ax(t) las tasas de contacto efectivas para los dos valores de %, tenemos:
a1 (t) < ax(t) para todo 7.

Con el mayor valor de %, la epidemia se produce durante la estacién
menos favorable 0,5 < 7/T < 1, cuando a(r) es menor que su media. Cuando
llega la estacién favorable (1 < ¢/T < 1,5), el grupo de personas susceptibles
ya estd ampliamente agotado, de modo que no se produce una nueva ola epi-
démica. Para el valor mds pequefio de %, el grupo de personas susceptibles
no ha sido suficientemente explotado, se produce una segunda ola epidémica
y el tamafio final de la epidemia es mayor.

Esta dltima situacién es precisamente lo que ocurrié en 2005 y 2006 en la
Isla de La Reunién. En mayo de 2005 se produjo un primer pequefio pico justo
antes del comienzo del invierno austral. La epidemia pasé el invierno en un
nivel bajo.A principios del verano siguiente, en enero de 2006, se produjo un
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Figura 13.1: El tamaifio final de la epidemia puede no crecer: a) con la tasa de contac-
tos; b) con la fraccién inicial i de personas infectadas.

segundo pico epidémico mucho mayor que infecté a unas 250 000 personas,
es decir, un tercio de la poblacién de la isla.

Obsérvese, por ultimo, que si el tamaifio final de la epidemia R, no es
una funcién monétona creciente de la tasa de contacto, entonces es imposible
estimar % a partir de R y, en particular, de los datos de seroprevalencia. Sin
embargo, mostraremos en la seccién [13.3|que Roo —r > (1 —r)(1 — 1/%,).
Asi que sabemos al menos que %y < (1 —r)/(1 —Rw), que da un limite
superior para Zy.

Del mismo modo, la figura[T3.1(b) muestra que el tamaiio final de la epi-
demia R., puede no crecer con la fraccién inicial i de personas infectadas. Los
valores de los pardmetros son € = 0,5, 1 /b = 1/52 afio, to/T = 0,5, %o = 2,5
(que fija el pardmetro d,) y tomamos i = 107% 0 i = 10~>. De nuevo, i = 107°
reduce el nimero de susceptibles mds lentamente durante la estacién menos
favorable.

La figura[I3.2)(a) muestra que son posibles epidemias relativamente gran-
des incluso si %y < 1. Los valores de los parametros son %y = 0,9, € = 0,5,
1/b=1/52 afo, tp/T =0y i = 1073. El hecho de que Zy(1+¢€) > 1 pe-
ro Zo(1 — €) < 1 da una indicacién de lo que ocurre; en general, el sistema
(13.1) muestra que d1/dr < 0 cuando a(t)/b(¢) < 1. La epidemia se produce
durante la estacion favorable y simplemente se detiene cuando llega el perio-
do desfavorable. También influye el hecho de que la fraccién inicial de infec-
tados no sea demasiado pequefia (i = 1073). En efecto, el teorema del umbral
con » = 0 muestra que R., — 0 cuando i — 0 y #y < 1. Deducimos de es-
tas observaciones que debemos tener cuidado antes de afirmar que %y > 1
en cuanto observemos un pico epidémico. En el verano de 2007, se produjo
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una pequefia epidemia de chikungunya cerca de Ravena (Italia). El verano
es la mejor estacién para los mosquitos en esta region y el brote probable-
mente no habria pasado el invierno. Las estimaciones de %y muy por encima
de 1 deben tratarse con precaucion. El problema radica principalmente en la
definicién de %y y en los supuestos del modelo. Un modelo que supone un
entorno constante similar a las condiciones de verano no puede explicar por
qué la epidemia se detiene en otoflo; seguramente es inadecuado cuando la
epidemia dura dos afios como en La Reunién.

1 1

R(t) R(t)
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2/ 0.2
0 ! 0
o 05 1 15 2 0 05 1 15 2 25 3
(a) (b)

Figura 13.2: (a) Pueden producirse grandes epidemias incluso si % < 1. (b) R puede
ser muy sensible a pequefias variaciones en %j.

La figura[T3.2(b) muestra que el tamafio final de la epidemia R.. puede ser
muy sensible a pequefias variaciones en la reproductividad %. Los valores de
los pardmetros son € = 0,5, 1/b = 1/52 afio, to/T = 0,5, i = 10~°, mientras
que %, toma uno de los tres valores: 1,15, 1,2 y 1,25. Obtenemos R., =~ 54 %
cuando %y = 1,15, Re, & 23 % cuando %y = 1,2 y R, = 50% cuando % =
1,25. En la practica, no es posible distinguir valores tan cercanos de Z%j. Sin
embargo, el tamafio final de la epidemia correspondiente varia en un factor 2.
En sistemas con coeficientes periédicos como (13.1)), 1a prediccién del tamafio
final de la epidemia parece muy dificil.

Esto puede ser una respuesta a las criticas de los epidemi6logos que vi-
gilaron la epidemia de chikungunya en La Reunién. A pesar de que una red
de vigilancia siguié cuidadosamente la epidemia desde su inicio en abril de
2005, los epidemidlogos no pudieron predecir el importante pico que se pro-
dujo en enero y febrero de 2006. Ello supuso una presién sobre el Institut
de Veille Sanitaire, encargado de vigilar las enfermedades en Francia y sus
departamentos de ultramar, por parte del ptblico y de los politicos. Nues-
tras simulaciones sugieren que esta presion puede haber sido injustificada.
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En cierto modo, las previsiones de epidemias mds alld de unas semanas en
un entorno con estacionalidad son quizd tan inciertas como las previsiones
meteoroldgicas mas alld de unos dias.

Para la figura b), elegimos i = 107%. En la prictica, es dificil esti-
mar la fraccién inicial i de personas infectadas. El problema es que el sistema
S-1-R supone contactos homogéneos. Si una epidemia comienza en una ciu-
dad a partir de un dnico caso inicial, se puede suponer que la fraccién i es
simplemente igual a la inversa de la poblacién de la ciudad. Pero si la ciudad
es grande, puede no ser razonable suponer contactos homogéneos y se puede
pensar en utilizar la poblacién de la zona de la ciudad donde se introdujo el
caso inicial. El problema es el mismo en el caso de las epidemias en una isla
pequefla como La Reunién, pero con unos 800000 habitantes concentrados
en la costa.

La figura[T3.3|a) estudia la dependencia del tamaiio final R., de la epide-
mia con el tiempo fy en el que comienza la epidemia. Por supuesto, el tamafio
final R., es siempre una funcién T-periddica de fy ya que el sistema (I3.1)) es
invariante por un desplazamiento de T en el tiempo. Los valores de los para-
metros en la ﬁguraa) son Zy=10%y=1,5,€=0,5,1/b= 1 semana
o 3 semanas y i = 107 La dependencia de #y es importante si % es cercana
a 1 y si el periodo infeccioso 1/b es corto comparado con el periodo T. En tal
caso, la epidemia no puede desarrollarse durante la estacién desfavorable.

1.2 1
R — 1/b = 1semana

-- 1/b = 3semanas 0.8
0.6

0.4
0.2

Wi(to)

— 1/b = 1semana

\ 1/b = 3 semanas /

to
0 0
0 02 04 06 0.8 1 0 02 04 06 0.8 1

() (b)

Figura 13.3: (a) Cuando % es cercano a 1, el tamaiio final de la epidemia R.. depende
fuertemente de #; si el periodo infeccioso 1/b es corto comparado con la longitud de
la estacién T. (b) El «valor reproductivo» normalizado W(fy) da una vaga idea de la
dependencia del tamafio final de la epidemia de 7y (aqui Zy = 1).

La figura b) muestra para %o = 1 el «valor reproductivo» W(z)
(«valor infeccioso» serfa una expresiéon mds apropiada) de un caso inicial
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introducido en el tiempo fy, calculado con la ecuacién linealizada cerca del
equilibrio sin enfermedad:

%:a(t)(l—r)l(t)—b(t)l(t). (13.4)
Consideramos aqui el caso general, no solo el caso especial con r =0 y
b(t) constante. Recordemos que la tasa de crecimiento asintética de la ecua-
cién (13.4) es A = a(1 —r) — b y que éste es el tinico ndmero real tal que la
ecuacion

dv

ot AV(E)=at)(1—r)V(E)—b() V()
tiene una solucién periddica no nula V(z), como se puede ver planteando
I(t) = V(t) exp(At) en la ecuacién En el capitulo[11] demostramos que
el valor reproductivo no depende de la edad (en este caso, el tiempo transcu-
rrido desde la infeccion) en modelos poblacionales periddicos lineales como

(13.4). Viene dada por cualquier solucién no nula de la ecuacién adjunta

—dd—\? +AW() = a(t) (1=r)W(1) b)) W(r).

Esto da
W(t) = exp [/Ot(b(s) ~Byds—(1—7) /Ot(a(s) —d)ds}

con una constante multiplicativa. La comparacion de las figuras [I3.3[b) y
[13.3(a) con %y = 1 muestra que el valor reproductivo solo da una vaga idea
de la dependencia del tamafio final de la epidemia R.. de #y: Se espera que
R. alcance su médximo cerca de o = 0 y su minimo cerca de 7o = 0,5. Con
Ho = 1,5, la forma de W(t) serfa similar, con un méaximo en fp = 0 y un
minimo en 7y = 0,5. Pero la figura [I3.3]a) muestra que esto es engafioso:
los efectos no lineales se vuelven importantes. Con un periodo de infeccién
mds largo (1/b = 3 semanas), la diferencia entre una epidemia que comienza
durante una estacion desfavorable y otra que comienza durante una estacion
favorable es menos pronunciada que cuando el periodo de infeccidon es mas
corto (1/b = 1 semana).

Afiadamos algunas observaciones sobre un método para estimar % a par-
tir de los datos sin utilizar el tamafio final de la epidemia. Al principio de una
epidemia, tenemos r ~ 15, S~ 1,1~ 0y R~ 0. Asi,

dl _

PTa (a(to) —b)I
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y I(¢) tiende a crecer exponencialmente a la tasa a(tp) — b. Podemos esti-
mar esta tasa con el inicio de la curva epidémica. Conociendo la duracién
media 1/b del periodo infeccioso, podemos deducir a(f) y, por tanto, la rela-
cién a(ty)/b. Pero nuestro andlisis muestra que, contrariamente a %y = d/b,
la cociente a(ty) /b no estd relacionada con las propiedades del umbral del sis-
tema. Sin embargo, si a(t) = a f(t), donde f(z) es conocida y periédica con
media igual a 1, entonces podemos calcular Zy = (a(t9)/b)/ f (to). En el caso
de las enfermedades transmitidas por el aire, es dificil conocer la forma de
f(t) = a(t)/a porque es dificil estimar cuantitativamente la influencia de la
temperatura y la humedad en la transmisibilidad. En el caso de las enfermeda-
des transmitidas por vectores, se pueden medir las variaciones estacionales de
la poblacidn de vectores, por lo que se puede estimar % (véase, por ejemplo,
el capitulo sobre[8).

Figura [I3.4) muestra las curvas de nivel del tamafio final de la epidemia
R(e) € 0,5;0,7;0,9} cuando variamos el tiempo #y de introduccién del pri-
mer caso infectado (0 < #p < T) y el nivel € de la estacionalidad (0 < € < 1).
Hemos tomado aqui a(t) = a [1 4 € cos(2mz/T)], T = 1 afio y b = 100 al afio,
por lo que la duracién de la infeccién 1/b estd entre 3 y 4 dias. Supongamos
que %y = a/b = 1,5. Supongamos ademds I(ty) = i = 10~*: introducimos un
caso en una poblacién de 10 000 personas que se mezclan homogéneamente.
El tiempo 7 del calendario se ha fijado de forma que a(z) alcance su mdximo
cuando ¢ = 0. Dependiendo de la eleccién de (7, €), el tamafio final varia de
38 % a 94 %. Insistamos en el hecho de que estos diferentes valores del tama-
fio final R(e) corresponden al mismo valor de la reproductividad %. En el
eje horizontal € = 0 (sin estacionalidad), el tamafio final R(e) es obviamen-
te independiente de fy: R(e0) = 58 %. Para € = 5%, el tamaiio final varia de
53 % a 63 % segun ty. Para € = 10 %, varia del 48 % al 67 %. Para € = 15 %,
varia de 42% a 70 %. Asi, incluso amplitudes relativamente pequefias de la
estacionalidad tienen un efecto significativo en el tamafio final de la epidemia.

Figura[13.5 muestra curvas de nivel {0,5; 1;1,5;2;2,5} de a(o) /b, que
puede estimarse ajustando una exponencial al inicio de una curva epidémica,
al variar el tiempo #y de introduccién del primer caso infectado (0 <7 < T)y
la amplitud € de la estacionalidad (0 < € < 1) como en la ﬁgura@ Vemos
que a(to) /b predice mal el tamafio final de la epidemia. El caso més llamativo
es cuando 7o/T = 0,5y € = 1. En este caso, a(ty)/b = 0 pero R(e0) ~ 93 %
(fig. [13.4).



Capitulo 13 221

0.9 0.9
0.8
0.6
0.4 0.7

0.2
0.5

to/T'

0 T T T T T T T T T
0o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 13.4: Curvas de nivel (50 %, 70 % y 90 %) del tamaiio final de la epidemia R (co)
cuando varian el tiempo 7 de introduccion del primer caso infectado (eje horizontal) y
la amplitud € de la estacionalidad (eje vertical). En toda esta figura, tenemos % = 1,5.
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Figura 13.5: Curvas de nivel de a(tg)/b al variar el tiempo # de introduccién del pri-
mer caso infectado (eje horizontal) y la amplitud € de la estacionalidad (eje vertical).
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13.3 Teoremas de umbral epidémico

13.3.1 Sistema S-I-R periédico

Como en el capitulo [T} el sistema (I3.1)-(13.2) tiene una solucién tnica
definida para todo 7 > 1. Ademds, S(r) > 0, I(r) > 0 y R(¢) > r = R(t)
para todo ¢ > fy. Ademds, la funcién S(¢) es decreciente, la funcién R(¢) es
creciente y S(t) +1(r) + R(¢) = 1. Asi que S(t) = Sw y R(#) — R cuando
t — 4oo. Dado que [ = 1 — S — R, vemos que I(#) — .. Pero

R(f)—r = [ () 1) du,

0
Asf que esta integral converge cuando ¢ — +o0; b > 0 implica L., = 0.
Proposicion 13.1. Supongamos %o < 1. Entonces R, — r cuando i — 0.

Demostracion. Dado que S(t) = 1—1(¢) —R(z),1(z) > 0y R(¢) > r para todo

t 2 1o, tenemos
dl
== a(®t)(1 =TI=R)I=bOI < [a(t)(1 —r) —b(0)]1(¢).

Como (7)) = i, obtenemos

I(1) < i exp (/t la(u)(1 = ) — b(u)] du) .

fo

Pero dR/dt = b(t)l y R(tg) = r. Asi que

P <R <r+i [ bu)exp </ a(v)(1 = r) = b(v)] dv) du.  (13.5)

fo fo

Cuando u — +oo, tenemos

u -
/ la(v)(1 =) — b()]dv ~ [a(1 —r) — ] u.
fo
Pero (1 —r)—b < 0yaque % < 1. Asi que la integral del lado derecho de
la desigualdad (13.5)) converge cuando t — ooy
oo
r<Re<r+i /

)

b(u) exp ( /, a(v) (1= r) = b(v)] dv) du.

s

Por lo tanto, R.. — r cuando i — 0. ]
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Proposicion 13.2. Supongamos %o > 1. Entonces R —r = (1 —r)(1—1/%).

Demostracion. La demostracién se hace por lo absurdo. Supongamos que
Re—r < (1=r)(1—=1/%,). Entonces 1 — R > (1 —r)/%y = b/a. Como
R(?) es una funcién creciente, vemos que R(7) < Rw paratodo ¢ > #y. Entonces

% — a(t)(1 = 1= R)— b() > (1) —a(t), (13.6)
donde ¢(t) = a(t)(1 —Rw) — b(t). Ademds,
c— %/OTc(t)dt:d(l—Rm)—Z_7>0.

Elijamos 1 tal que 0 < ) < ¢/a. Dado que I(#) — 0 cuando ¢t — oo, podemos
encontrar ¢; > £y tal que 0 < I(¢) < 1 para todo ¢ > t;. Ahora la desigualdad

(13.6) implica

dl ot
>

52 (c(t)—a(r)n)l et I(t) =1(r;)exp </t| (c(u) —a(u)n)du)

para todos los 7 > #1. Debido a la eleccién de 717, obtenemos I(r) — +co cuando
t — o0, lo que contradice I(r) < 1. O

13.3.2 Sistema S-E-I-R periédico
Considere el sistema

ds dE dl dR
i —a(r)S1, a(t)SI—c(t)E, i c(t)E=b(1)1, o=

=2 b(0)1
dl ()7

con S+E+I+R =1y donde la tasa c(r) para pasar de la fase latente E a la
fase infecciosa I es una funcién continua, T-periddica y positiva, de media ¢.
Consideremos la condicidn inicial

S(l‘()) =l—e—i—r, E(t()) =e, I(t()) =1, R(t()) =,

cone>0,i>0,r>0,e4+i>0ye+i+r<1. ParatodoA >0, sead(z,10;1)
el operador de evolucién asociado al sistema lineal T-periédico

dix B —C([) a(t)(1-r) B
dt < c(r) ,g(t) )XMA(I)X« (13.7)
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Asi, ®(tg,10; A) = -, la matriz identidad de orden 2. Observamos que p (®(T,0;1)) =
p(P(to+ T,t0; 1)) para todo # [16l teorema 9.7]. Sea X(z,1y) el operador de
evolucién asociado al sistema

dX ([ —c(t) 0 x
o\ c(t) —b@r) )7
La reproductividad % es el radio espectral del operador J# en el espacio
& de funciones continuas, T-periédicas, de R en R2 con

—+oo

(JEv)(t) = A K(t,x) v(t — x) dx

(0 a(®)(1-r)
K(t,x) = ( 0 0 X(t,f —x).
La reproductividad %, es también la dnica A > 0 tal que p(P(T,0;1)) =1
(proposicién|(7.21)).

Proposicion 13.3. El sistema periddico S-E-I-R tiene una solucion tinica de-
finida para todo t > ty. Ademds, S(t) > 0, E(t) > 0 e I(¢) > 0 para todo t > to.
La funcion S(t) disminuye y converge a un limite Se.. La funcion R(t) crece
y converge a un limite Re.. Las funciones E(t) y 1(t) convergen a 0. Ademds,
Sw>0yRa. < 1.

Demostracion. Las primeras afirmaciones se demuestran como en el capitulo
S(t) = Se y R(¢) — Res. Desde

d
—({I+R) =c(t)E,
SI4R) = (1)
la funcién I+ R crece y converge. Asi que I(#) — L. Ademds,
1
R(#)—r= [ b(u)l(u)du
1o

converge cuando ¢ — oo, Por lo tanto, b > 0 implica I.. = 0. Pero E = 1 —
S —I— R muestra que E(¢) — Ew. Como

d
T(STE) = —c(E,

la integral

/qua@m

fo
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converge. Por lo tanto, ¢ > 0 implica E.. = 0. Demostremos que S.. > 0.
Como
ds
— = —a(t)SI

tenemos
't

logS(r) — logS(fo) = — / a(u)1(u) du.

J1p

Pero las desigualdades

/m Ia(u)l(u) du Lri% ng /to tb(u)I(u)du,

tb(u)l(u)du:R(t)frg 1—r

Ip

N

muestran que

~+o0
/ a(u)I(u)du < +oo.
Ip

Asf, S >0y R =1—-S, < 1. O
Proposicion 13.4. Si %y < 1, entonces R — r cuando e — 0y i — 0.

Demostracion. Como S =1 —E —I1—R, tenemos

il 1)< ") (1)

donde la desigualdad entre vectores significa la desigualdad componente a

componente. Asi que
E(r) e
< .
( I([) >\(I)(l‘7t0,1)< i )

segtin el corolario 2.1} Como % < 1, tenemos p (P(to + T,t9; 1)) < 1 (coro-
lario[7.2)). Por lo tanto,

rtoo oo
Rw—r:/ b(t)1(r)dr < (1 1)/ b(t)d)(t,to;l)dt( f)
J0
converge a 0 si e y i tienden a 0. O

Proposicion 13.5. Si %y > 1, entonces R —r = (1 —r)(1 — 1/%y).
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Demostracion. Por reduccién al absurdo, supongamos que R —r < (1 —
r)(1—1/%). Entonces 1 —Re > (1 —r) /%o, porloque (1 —r)/(1 —Re) <
Koy

p(P(T,0; (1-r)/(1=Rx))) > p(P(T,0; %)) = 1

(proposicion[7.7). Tenemos R., < 1. Por continuidad del radio espectral y de
la solucién de una ecuacién diferencial con respecto a un pardmetro, podemos
encontrar 7 >0 tal que n <1 —R.. y p(P(T,0;1)) > 1, donde A = (1 —
r)/(l =Rew — 7). Tenemos S(¢) — 1 — R cuando t — +oo. Entonces existe

11 > 1o tal que S(r) > 1 —Ro — 1 para todo 1 > t;. Sea X = ( l; ).Porlo

tanto,

dXx —c(t) a(t)(1-=Rew—1)
@ 2( (1) (1) )X

y X(t) > ®(r,11;A) X (1)) para todo t > t; segin el corolario[2.1] En particular,
X(t; +nT) = ®(t; + nT,11;A)X(t;) = (11 + T,11;1)"X(#;) para cualquier
nimero entero n > 1. La matriz ®(#; 4+ T,#1;A) tiene coeficientes positivos.
Dado el teorema de Perron-Frobenius @I), sean V y W autovectores con
componentes positivas respectivamente de esta matriz y de su transpuesto
asociados al radio espectral p(®(¢; + T,#1;A)) vy tales que (V,W) = 1. En-
tonces

Ot +T,1;1)"X(11)
p(q)([l +T7t1,l))n n:)mV<W,X(I1)>

Como las componentes del vector X(¢;) son positivas y como tenemos p (®(¢; +
T,t1;4)) > 1, vemos que E(#; +nT) e I(#; + nT) tienden hacia +e cuando
n — oo, Pero esto contradice el hecho de que E(¢) < 1 y I(¢) < 1. O

Conclusion. El teorema del umbral epidémico para sistemas con coeficien-
tes constantes (con los dos casos cldsicos Zy < 1 y Zy > 1) se generaliza
a los sistemas con coeficientes peridédicos que representan la estacionalidad,
siempre que la reproductividad % se defina como en los capitulos anteriores.
Sin embargo, de forma algo inesperada, los sistemas periddicos pueden dar
lugar a epidemias bastante grandes incluso cuando % < 1; el tamafio final de
la epidemia puede no crecer con la tasa de contacto o con la fraccién inicial i
de personas infectadas. Estas observaciones basadas en sistemas simples de-
berian servir de advertencia para la interpretacién de las epidemias influidas
por la estacionalidad. Las epidemias emergentes de enfermedades transmi-
tidas por vectores, a las que la teoria del cambio climético presta especial
atencion, deben analizarse con precaucién, como se ha visto con el caso del
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chikungunya en La Reunién e Italia. Otro caso interesante es el de las pande-
mias de gripe HIN1. La pandemia de 1918-1920 se produjo en varias oleadas
influidas por la estacionalidad. Los intentos de estimar la reproductividad de
esta pandemia han asumido coeficientes constantes y han utilizado el inicio
de la curva epidémica o el tamafio final de las epidemias de una sola onda.
Este capitulo sugiere que estos andlisis pueden necesitar ser revisados, ya que
la relacién entre la reproductividad % y el comportamiento de las epidemias
influidas por la estacionalidad no es una generalizacién obvia de lo que se
conoce en el caso de un entorno constante.



Capitulo 14

Tamaiio final de la epidemia en un entorno perio-
dico de baja amplitud

En este capitulo, nos proponemos estudiar desde un punto de
vista tedrico como, en el marco de un modelo S-I-R muy simple
para una enfermedad de transmision directa, un entorno perio-
dico puede modificar el tamario final de una epidemia. Los re-
sultados analiticos se obtienen asumiendo que la magnitud de la
estacionalidad es pequeiia.

14.1 Una epidemia de dengue en La Reunion

En 2018 se produjo una epidemia de dengue en la isla de La Reunién. En-
tre enero y junio de 2018 se confirmaron biol6gicamente mas de 5 000 casos y
se notificaron mds de 16 000 casos sugestivos de dengue (fig.[I4.1). A finales
de junio, debido a la llegada del invierno austral pero también al control de
los vectores, la epidemia estaba remitiendo. Sin embargo, era dificil predecir
si el nimero de infecciones disminuiria lo suficiente como para evitar una se-
gunda oleada epidémica a finales de 2018, cuando las condiciones climéticas
serian mds favorables para los mosquitos que transmiten la enfermedad. Fue
esta segunda ola la que en 2006 infect6 a casi un tercio de la poblacién con
chikungunya.

Serfa tentador modelar matemdaticamente la propagacién del dengue de
forma realista, limitando la complejidad del modelo a unos pocos parametros
desconocidos, como intentamos hacer para el chikungunya en el capitulo [0
Pero las incertidumbres sobre estos pardmetros y sobre su dependencia de las
variables climdticas son tan grandes que los resultados numéricos pueden ser
bastante dudosos [61].

A continuacién, nos limitaremos a un modelo epidémico extremadamente
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Figura 14.1: Funcién escalonada superior (escala en el eje vertical izquierdo): nud-
mero estimado de casos semanales de dengue en La Reunidn entre enero y junio de
2018, a partir de [69]. Funcién escalonada inferior (misma escala): casos semanales
de chikungunya en 2005 (véase el capitulo[9). Linea de puntos: datos climdticos de la
estacion del aeropuerto de La Reunién segin Météo France. Temperatura minima (de
18,0 a 23,7 °C) y maxima (de 25,2 a 30,1 °C) [lineas largas]. Precipitacién mensual
(43 a 351 mm) [lineas cortas].

simplificado con transmisién directa y no vectorial, que no pretende ser apli-
cable al caso del dengue en La Reunion. No tendria sentido ajustar sus para-
metros a los datos de la epidemia. El objetivo es mds bien llamar la atencién
sobre la cuestién del tamafio final de una epidemia en un entorno periddico,
que ha sido poco estudiada desde un punto de vista tedrico.

Incluso los modelos matematicos mas sencillos que tienen en cuenta la es-
tacionalidad presentan muchas dificultades. Veremos en la seccién [16.1] (ver
también [21]) que para los modelos de enfermedades endémicas, un coefi-
ciente periddico puede generar oscilaciones con un periodo diferente, o in-
cluso oscilaciones cadticas.

Como hemos visto en los capitulos anteriores, la reproductividad % debe
definirse con cuidado en los modelos periddicos para que la desigualdad %, >
1 refleje la inestabilidad de la situacién sin epidemia; la dificultad aparece en
particular para los modelos con al menos dos compartimentos infectados

En el capitulo[I3] discutimos el modelo periédico S-I-R, una simple ge-
neralizacién del modelo clasico de Kermack y McKendrick:

as I dl dR

I
— == =, —= ——bl, — I 14.1
; a(t)S —, ” a(t)S b1, ” bl, (14.1)

donde N es el tamafio de la poblacidn, S(#) el nimero de personas susceptibles
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de ser infectadas, I(#) el nimero de personas infectadas, R(¢) el nimero de
personas curadas, a(r) la tasa de contacto efectiva y b la tasa de curacién. Las
condiciones iniciales son, por ejemplo

S(t0) =So=N—1Ip, I(to) =1p, R(t) =0,

con 0 < Iy < N. La funcién a(z) es periédica con periodo T. Sea

1 T
Ry = ﬁ/o a(t)dt.

Se demostr6 en el capitulo[I3] que la propiedad del umbral epidémico se tra-
duce de la siguiente manera: si %) < 1, entonces el tamafio final R(ee) de la
epidemia tiende a O si I tiende a 0; si, por el contrario, %, > 1, entonces

R(e) > N(1 — 1/%)

independientemente de 0 < Ip < N. Esta propiedad se extiende desde los mo-
delos con transmisién directa como el sistema (I4.1)) hasta los modelos con
transmisién vectorial como para el dengue. En la figura[T3.4] hemos estudiado
numéricamente c6mo el tamafio final R(e<) de la epidemia dependia del tiem-
po inicial # y de la amplitud de la tasa de contacto a(t). Se observé que R(eo)
podia variar de simple a doble para el mismo valor de la reproductividad %.

Combinando métodos numéricos y analiticos, estudiamos aqui mds de
cerca el tamaifio final de la epidemia en el caso particular de que

a(t)y=a(l+eo())

con una funcién periédica ¢(¢) (digamos continua a trozos) de periodo T
y media cero y con un pardmetro € pequefio para que el entorno sea solo
débilmente estacional. Sean

m S:(1), I(t) y Re(¢) las soluciones correspondientes con la misma con-
dici6n inicial (N —1I,Ip,0);

= S(¢), I(r) y R(¢) soluciones con la misma condicién inicial pero con
e=0.

En la seccién [14.2]demostramos que
RE (oo) = R(OO) + Nce -+ 0(8)

cuando € — 0, donde R(e0) es el tamafio final de la epidemia en un entorno
constante. El coeficiente de correccion ¢ puede ser positivo o negativo.
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Si ¢(t) = cos(wr), si el ndmero de infectados al principio es pequefio
frente al tamafio de la poblacién (In < N), si Zy = a/b > 1 con %, cercano
a 1y sily/N < (% — 1)?, entonces determinamos analiticamente el coefi-
ciente de correccién ¢ como funcién de los pardmetros N, Iy, a, b, tp y @ del
modelo.Encontramos que el entorno periédico aumenta el tamano final de la
epidemia (c > 0) si la tasa de contacto efectiva verifica a(to + ) > a, don-
de 1o + T es el tiempo en que la epidemia alcanzaria su pico en un entorno
constante

14.2 Formula exacta del coeficiente de correccion

Sobre el sistema diferencial (14.1)), vimos en la seccién las siguientes
propiedades:

m Se(1)+1:(t) +Re(t) =N paratodo s > 1o
Se(t) > 0,1¢(t) >0y Re(t) > 0 paratodot >ty ;

= la funcién S¢(¢) es decreciente y tiende a un limite Sg(oo) ;
= la funcién R () es creciente y tiende a un limite R¢ () ;

= la funcidn I¢(r) tiende a un limite que solo puede ser 0.

Integramos la tercera ecuacién diferencial de 7o en el infinito:

) = b'/:w I (r)dt

Ademds, la primera ecuacién diferencial se escribe
gramos de la misma manera para obtener

Sg(Oo) _ a +°°
1ogN_IO— N . t)dt —E/Z

1 dSe

I
@ :—a(t)%.lnte—

Podemos sustituir la primera integral y tener en cuenta que Sg(oo) = N —
Rg (c0) para obtener
N —Rg(eo a oo a e
e(*0) a Re () + a e
N-— IO b N N 140

log L(1)¢(t)dt =0. (14.2)
Cuando € = 0, el tltimo término del lado derecho desaparece y reconoce-
mos la ecuacidn clasica para el tamafio final de la epidemia en un entorno
constante (proposicién [[.2). Tenemos

e/+°°18(t)¢(z)dz:e/+°°1(t)¢(t)dz+o(s).

fo fo
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Escribiendo R (e0) = R(e0) + Nc &+ 0(¢€) para € — 0, obtenemos

N—R(e0) —Nce+o(e) aR(e) a a [t
1 - —CE+—¢€ 1(t) ¢(¢) dt e)=0.
og — Fpn Tpettye ) 1090 drtole)
Los términos de orden € dan
—Nc a —a [t

—_—+ - — I(t)o(t)dt =0.

N_R@=) T 5°TN), W00
Asi que

7N s
c= a/ () ¢(r) dr. (14.3)

N/(N=R(e0)) =a/b Jy

Recordemos que R(e0) > N(1 —b/a). Asi que el denominador de la férmu-
la (T4.3) es positivo. El coeficiente ¢ tiene el mismo signo que la integral
Jy 1@ o () ar.

Podemos evaluar numéricamente esta integral. Primero utilizamos un soft-
ware de cdlculo numérico como Scilab para resolver el sistema diferencial (I4.T))
con € = 0. Asi obtenemos (S(¢),1(z),R(¢)) para un conjunto discreto de valo-
res de ¢, con un pequefio paso de tiempo. Deducimos en particular el valor de
R(e<). A continuacién, calculamos la integral con esta misma discretizacién
temporal. Deducimos el valor del coeficiente c.

Pongamos un ejemplo. Supongamos que ¢(¢) = cos(®t) con 0 =27/T,
N =10000, Iy = 1, T = 12 meses, a = 10/mes y b = 5/mes. Entonces, la
reproductividad es Zy = 2; el tamafio final de la epidemia en un entorno
constante es R(e0) ~ 7968. La ﬁguramuestra c6mo varia R¢(e0) en fun-
cién de € (0 < € < 1) cuando £y toma tres valores diferentes, correspondien-
tes a tres momentos distintos de introduccién del primer caso infectado en
la poblacién: 0,5 meses, 2 meses o 3 meses. La figura también muestra la
aproximacién R(e0) 4+ Nc € para € pequefio, con el coeficiente de correccién ¢
calculado segin la férmula (I4.3). Observamos que el coeficiente ¢ puede ser
positivo o negativo, por lo que el tamafio final de la epidemia puede ser mayor
0 menor que en un entorno constante. También observamos que para fp = 3
meses, la funcién R (eo) varfa en funcién de € de forma mas complicada que
para los otros dos valores de #: en particular, esta funcién es decreciente solo
mientras € < 0,3.
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Figura 14.2: El tamafio final de la epidemia en funcién de € para tres valores diferentes
de tg (linea de puntos). En linea s6lida: la aproximacién R(ee) 4+ Nc € para € cerca de 0.

14.3 Foérmulas aproximadas

Supongamos %y ~ 1 y In/N < (%, — 1)?. En la seccién|1.4] encontramos
una aproximacion para el nimero de infectados:
N a/b—1)>
I(t) =~ — 5 (a/ )
2 cosh*[(a—b)(t—19—1)/2]

para todo ¢ > f, donde T ~ _—blog[ (N/Ip)(a/b— 1)2] Esent=1+71
donde la aproximacién de I(¢) alcanza su méximo. Entonces

a(a/b—1)/2 T t
~ _ala/b=17/2 . o0) dr. (14.4)
N/(N—R(e)) —a/b Ji, cosh*[(@a—b)(t—1ty—1)/2]
Notese que @ — b es pequeflo y que T es grande. Tras el cambio de variable
t = 1o+ T+ u, observamos que la funcién 1/cosh?[(a@ — b)u/2] es casi cero
fuera de la vecindad de u = 0, por lo que

/+°° O(to+7+u) N/ O(to+7+u)
—¢ cosh®[(@—b)u/2] o cosh2 [(G—b)u/2]

Esta ultima integral se calcula explicitamente cuando ¢ () = cos(€¢). En

efecto,
/*"" cos(Qto+T+u))
—e cosh®[(a—b)u/2]

) oo cos(Qu)
du_cos[Q(f0+T)]/_m cosh?[(@a—byus2] "
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ya que la integral con la funcién impar sen(Qu) se cancela. Segtin la férmu-
la (19.23), que demostraremos en un capitulo posterior, tenemos

Q.
/+°° cos(Qu) du— [ab)/2]2
= cosh’[(@—b)u/2] " sinh (Z5)

donde sinh(-) es el seno hiperbdlico. Finalmente llegamos a

on  COs[Q(t0+7)] 2nQY/a
~ N/(N—R())—a/b sinh (£5)

(14.5)

Vemos que el signo del coeficiente de correccién c¢ es el mismo que el de
cos[Q(fy + 7)]. Asi que el entorno periédico aumenta el tamafio final de la
epidemia si a(fg + 7) > a, donde 7y + T es el momento en que la epidemia
alcanzarfa su punto maximo en un entorno constante.

Como ejemplo, tomemos los mismos valores de los pardmetros que en la
figura [14.2] excepto @ = 6 por mes para tener Zp = 1,2 mds cerca de 1; [32]
p. 240] indica ademds que la aproximacion simétrica en forma de campana
de Kermack y McKendrick es satisfactoria solo para %y < 1,5. La figura[14.3|
compara la expresién exacta (14.3) del coeficiente de correccién ¢ con las
aproximaciones (I4.4) y (I4.5). Con estos valores numéricos, estas dos tl-
timas aproximaciones son indistinguibles. Todos ellos son los mds cercanos
al valor exacto que %, estd cerca de 1. Nétese que aqui Ip/N = 107* <
(%o —1)* = 0,04. La figura puede interpretarse de la siguiente manera: si la
epidemia se iniciara, por ejemplo, en 9 = 0, los valores de los pardmetros
llevarian a un pico de la epidemia unos 7 ~ 6,3 meses después en un entorno
constante; pero el entorno periddico serd desfavorable en este momento (esta-
remos en el valle del factor cos¢); por tanto, el tamafio final de la epidemia
serd menor y ¢ < 0.

Observacion 14.1. Podemos adaptar la férmula exacta (I4.3) para el co-
eficiente de correccién ¢ a modelos mas complejos. Por ejemplo, suponga-
mos que la epidemia se propaga entre dos poblaciones, como los humanos
y los vectores, segiin el esquema S-I-R, con Ny = S;(#) + I;(#) + Ry (¢) y
Ny =So(r) + (1) +Ra(t) :

dS; I dl; Ip dR;
dr a(t) 1N27 di a(t) 1NZ 11, i 11,
das, Ss dl, S» dRy
22— a2, a2 — bl —2 =bl,.
a ~ by g T ahg —he kb, TgE=hl
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Figura 14.3: El coeficiente de correccién ¢ para el tamaiio final de la epidemia en
funcién de #y, el momento del inicio de la epidemia. Comparacién de la expresion

exacta (14.3) [linea sdlida] con las aproximaciones (14.5) [puntos] y (I4.5) [linea de

puntos].

Supongamos también que a(t) =a (14 € ¢(¢)) como antes. Observemos Sj ¢(f),
I) ¢(1), etc., estas soluciones y Sy (¢), I; (¢), etc., estas mismas soluciones cuan-
doe=0.Seai; =1i(fy) y ir = Ir(¢). Encontramos fécilmente el equivalente
de la ecuacion (14.2)), que es el sistema

log

Ni —Rie() | d@Rope(w) @ /+°°
N —i; by N N,

log

Ne Raele) AR e [T heoa =0

— €&
Ny, —ip b1 N N

Este sistema tiene soluciones de la forma Ry ¢ (o) = Ri(o0) + Ny cr € +o(€)
para k =1 0 2. Con el teorema de las funciones implicitas, encontramos

_ -1 S e
Nici NRE B & ST () ¢ (¢) e

Nzc2 G R N by Ti(0)9(r)dt

Sin embargo, no es posible continuar como en la seccién [14.3] porque no
tenemos férmulas aproximadas explicitas para I (z) y I ().
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Conclusion. Se determiné analiticamente como influye en el tamafio final
de la epidemia una tasa de contacto periddica de pequefia amplitud cuando la
reproductividad % se mantiene cercana a 1. Esto supone una pequefia mejo-
ra respecto a los resultados cualitativos de la seccién y a los puramente
numéricos de la seccién Sin embargo, los supuestos son bastante res-
trictivos. En particular, evitan los casos en los que se producen varios picos
epidémicos, ya que nos acercamos a la situacién con un tinico pico en entor-
nos constantes.



Capitulo 15

Tamatfio final de la epidemia en un entorno perio-
dico de alta frecuencia

Se estudia un modelo epidémico no lineal del tipo S-I-R cuan-
do la tasa de contacto oscila rdpidamente. El tamaiio final de la
epidemia se aproxima al obtenido sustituyendo la tasa de contac-
to por su media. Se calcula una aproximacion de la correccion
cuando la reproductividad de la epidemia es cercana a 1. La
correccion, que puede ser positiva o negativa, es proporcional
tanto al periodo de las oscilaciones como a la fraccion inicial de
infectados.

15.1 Introduccion

Consideremos el modelo epidémico S-I-R. Sea N el tamafio constante su-
puesto de una poblacién, S(¢) el nimero de personas susceptibles de estar
infectadas en el momento 7, I(z) el nimero de personas infectadas y R(7) el
nimero de personas retiradas de la cadena de transmisién por estar curadas e
inmunes. Por tanto, N = S(¢) +1I(¢) + R(¢). Sea a(¢) la tasa de contacto efec-
tiva y b la tasa de curaciéon. Como en el modelo de Kermack y McKendrick,
suponemos que

ds I dl I dR

—=—a(t)S—=, —=a(t)S=-bl, — =>DL 15.1
dt a()N’ dt a()N Toodr 5.1
Por tanto, cada individuo susceptible de ser infectado estd influenciado por
la proporcién I/N de individuos infectados en la poblacién total, es decir,
por el «campo medio», y no por su vecindad en una estructura de contactos
concreta.
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En el capitulo[I4] nos interesamos por la influencia que tendria una osci-
lacién periddica de pequeiia amplitud de la tasa de contacto a(f) en el tamafio
final R(e0) de la epidemia. Nos interesa el caso en el que la amplitud es aleato-
ria pero el periodo de las oscilaciones es pequefio comparado con la duracién
tipica de la epidemia. En el caso de una epidemia de pocas semanas, esto re-
presentaria, por ejemplo, la rapida alternancia entre el dia y la noche. En el
caso de una epidemia de varios meses, esto representaria la alternancia entre
los dias de la semana y los fines de semana, especialmente en el caso de las
epidemias en las escuelas. Para una epidemia que dure varios afios o incluso
décadas, esto representaria la alternancia entre inviernos y veranos.

Sea T > 0 el periodo de las oscilaciones, un pardmetro que pretende tender
a 0. Suponemos que

a(t) =a(l1+¢(t/T))

con g > 0 y una funcién continua a trozos ¢ tal que |¢(s)| < 1 para todo s,
de modo que la tasa de contacto efectiva a(f) siempre permanece positiva o
cero. Se supone ademads que la funcién ¢ es periddica con periodo 1 y media
cero:

/01¢)(s)ds:0.

Asi, a(t) es una funcién periédica de periodo T y su media es @. Tomemos
como condiciones iniciales al comienzo de la epidemia

S(0)=N—-Tp, 1(0)=I,, R(0)=0,

con 0 < Iy <N.

La seccion [[5.2l muestra simulaciones de este modelo. Se observa en los
ejemplos que el tamaiio final de la epidemia se aproxima notablemente al
que se obtiene sustituyendo la tasa de contacto por su media. En la seccién
proponemos una explicacidn para esta cercania haciendo algunas supo-
siciones adicionales sobre los pardmetros del modelo, a saber, que la fraccién
inicial de personas infectadas es pequeiia y que la reproductividad de la epi-
demia se mantiene cerca de 1. Obtenemos una férmula aproximada para la
correccion que se debe hacer para el tamafio final de la epidemia. Esta correc-
cidén es proporcional tanto al periodo de las oscilaciones como a la fraccién
inicial de infectados, de ahi su pequefiez.

15.2 Algunas simulaciones

Consideremos el modelo S-I-R (T5.1). Los pardmetros se eligen para que
sean plausibles:
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= la poblacion total es de N = 10000 ;
= solo una persona estd infectada al principio de la epidemia (Iy = 1);
= cada persona tiene una media de @ = 15 contactos al mes;

= la duracién media de la infeccién es de 1/b = 1/10 meses, es decir,
unos 3 dias;

= el periodo T es 1/4 de mes, o sea, unos 7 dias;

= el factor periédico es ¢ (¢/T) = kcos(Qt + ), donde Q =27 /Ty |k| <
L;

» el desfase es Yy = —m/2 de modo que ¢ (¢/T) = ksen(Q¢) y que la tasa
de contacto a(t) esté en fase creciente at = 0.

La reproductividad es entonces %y = a/b = 1,5 > 1, lo que garantiza el de-
sarrollo de una epidemia con un tamafio final R(e0) > N(1 —b/a) (capitulo
[13).

La figura[I5.T| muestra dos simulaciones tipicas del modelo: una con k =
0 (la tasa de contacto es constante), la otra con k = 1 (la tasa de contacto
oscila). Aunque las curvas para k = 1 se desvian significativamente de las
de k = 0 durante la epidemia, es notable que los tamafios finales R(e0) en
ambas simulaciones son graficamente indistinguibles. Esto se explicard en la
siguiente seccion.

Reduciendo el periodo de las oscilaciones (por ejemplo con T = 1/8 de
meses), verfamos que las curvas (S(¢),I(¢),R(¢)) para k = 1 mantienen sus os-
cilaciones pero se acercan a la solucién con k = 0, que anotamos (S(¢),1(¢),R(t))
porque corresponde a a(t) = a. Esto es una consecuencia del teorema de la
media de Fatou [30, teorema 42]. En efecto, si s = #/T, el sistema se escribe

ds SI  dl SI dR
i Ta(l-i—(l)(s))N7 Is =T|a(1+¢(s ))N bl|, s =Tbhl,
(15.2)
con ¢(s) = cos(2ns+y). SeaZ = (S, I, R) y Z= (S,[,R). El teorema asegura
que, cuando T — 0, Z(s) — Z(s) = (S(s) S(s), I(s) —I(s), R(s) —R(s)) =
O(T) durante un tiempo s del orden de 1/T. Asi, Z(t) — Z(t) = O(T) para un
tiempo ¢ del orden de 1. Mds precisamente, existen las constantes cy, ¢z, 3
y To todas positivas tales que para todo 0 < T < Ty y todo ¢ > 0, tenemos

I1Z(1) = Z(1)]| < T [e1e' +cs].
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Figura 15.1: Simulaci6n de una epidemia: S(¢), I(r) y R(¢). Las lineas continuas no
onduladas corresponden a k = 0, las lineas onduladas punteadas a k = 1.

Podemos calcular una aproximacién de segundo orden. Escribamos el sis-
tema (15.2)) en la forma % =Tf(s,Z), donde f(s,Z) es periédica con respec-
to a s de periodo 1. Entonces

1 —aSIN
fg(Z)déf/O F(s,Z)ds = c‘zSI/bl\II—bI :

_ ksen(27ts+ y) —sen(y) SI

2 N

/ [f(0.2)~ @ldo = | sen(2ms+y) —sen(y) ST

0 2z N
0

Noétese que tenemos que restar el término en sen(y) para que estas Gltimas
funciones tengan media cero. De acuerdo con [30, teorema 44], tenemos

ak sen(2ms + y) S(s)1(s)

O(T?
o N (T%),

S(s)=S(s)-T

I(s) = (s) +Tc‘zk sen(2277r'cs+ V) S(sl)\lf(s) Lo
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y R(s) = R(s) +O(T?) sobre un intervalo de tiempo s del orden de 1/T. En
otras palabras,

S(1) = 5(1) - ak sen(gt +v) S(tI)\II(t) N

o(1/Q?%),

1) =1(0) + ak sen(Qt + ) S(t)I(z) +0(1/9?)
Q N

y R(¢) = R(¢) +O(1/9?) en un intervalo de tiempo ¢ del orden de 1.

Obsérvese que con un periodo de tasa de contacto pequefio, no observa-
mos una curva epidémica con varias olas grandes, al contrario de las simu-
laciones del capitulo [I3] Esto se debe a que el sistema se acerca cada vez
mas al caso en el que se promedia la tasa de contacto, que da una sola onda
epidémica.

15.3 Proximidad de los tamaiios finales

Escribiendo la primera ecuacion del sistema lb en la forma % (logS) =
—a(t)I/N, integrando entre = 0 y t = +oo, teniendo en cuenta las condicio-
nes iniciales y la relacién [, " I(r)dr = R(e0)/b, encontramos como en el

capitulo|[T4]
N —R(eo)
N-I

LaR() ro
+o o N/ 0(1/T)di = 0. (15.3)

log
La integral oscilante ;" 1(¢) ¢(¢/T)dt tiende a O cuando T — 0. En efecto,
sabemos por un lado que I(¢) ~ I(¢). Por otro lado, al menos cuando ¢ es un
coseno, la integral [,""1(¢) ¢(¢/T)dt tiende a 0 cuando T — 0. Esto es una
consecuencia del lema de Riemann-Lebesgue [20, p. 293] y del hecho de que
la funcioén I(7) es no negativa e integrable, porque [~ I(r) dt = R(c0) /b.
Se deduce que R() — R(e0) cuando T — 0. La cuestién es saber a qué
velocidad ocurre esto. En una primera aproximacidn, una expansion limitada
de la ecuacién (I5.3) como en el capitulo[T4]da

R(es) ~ R(e0) + i | Twetmar
N/(N—R(s))—a/b

Entonces utilizamos para I(¢) la expresion analitica simétrica aproximada
en forma de campana obtenida en la seccién [T.4] que supone que la repro-
ductividad a/b se mantiene cercana a 1 mientras es mayor que 1 y que la
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fracci6n infectada inicial Iy/N es pequeiia (Ip/N < 1). Bajo la probable su-
posicién adicional Iy/N < (a/b — 1)? (la fraccién inicial infectada es mucho
menor que la reproductividad es cercana a 1),

- N (a/b—1)?
10~ 7 osl@a—b) -0/’ .
donde
~ log [2(N/Tp)(a/b—1)?] ' (15.5)

a—>b
El tiempo 7T es una aproximacién al tiempo hasta el pico de la epidemia en un
entorno constante.

Finalmente, supongamos que ¢(s) = kcos(27s + y) como en la figura
Sea Re(+) la parte real de un niimero complejo y i el nimero imaginario
habitual. Tenemos entonces, utilizando un resultado clasico sobre el calculo
asintdtico de integrales complejas con una fase que no es estacionaria de ma-
nera que el término principal viene del borde del intervalo de integracién [55)
teorema 3],

e _N(@/b—12k [+= cos(Qt + y)
/O 1() 9(¢/T)dt =~ 2 /o cosh?[(a—b)(t —1)/2]

_ N(a/b—1)%k w [T el
== 5 R (ew/o cosi?[(@—b) (i —7)/2] dt)

_ N(a/b—1)% el
- 2 Re(choshz[—(d—b)T/Z])

_ N(a/b- 1)2k sen(y)
2Q cosh?[(@—b)t/2]

Con la aproximacién 1| , vemos ademds que cosh’[(a—b)7/2] ~el@ 07 /4~
(N/Tp)(@/b—1)?/2, 1o que finalmente da para Q — 4o

ak sen(y) Iy

R) =)~ QN R(w)) b @

(15.6)

El tamafio final R(0) en un entorno constante es la tinica solucién positiva
de la ecuacién

a R()

- = = (1-To/N)exp (—bN)
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(capitulo[I)), que se encuentra facilmente a partir de la ecuacién (I5.3). Como
Iy < N, el tamafio final R(e) depende muy poco de la condicién inicial Iy.
Est4 dada aproximadamente por la solucién positiva de

I—R;Ioo)xexp<—zﬁl(\?o)>.

El término de correccién de la ecuacion (I5.6), que puede ser positivo o nega-
tivo dependiendo del signo de sen(y), es por tanto proporcional tanto a 1/Q,
es decir, al periodo T, que es pequefio, como a la fraccién Iy/N de personas
inicialmente infectadas, que también es pequeiia. Por ello, el tamafio final de
la epidemia se aproxima notablemente al que se obtiene sustituyendo la tasa
de contacto por su media.

4e-04
5e-04 r
3e-04]
.5e-04
2e-04
.5e-04
1e-04
5e-05]
0e00

0

Figura 15.2: La diferencia relativa [R(e0) — R(c<)]/R(<0) entre los tamafios finales de
las epidemias en funcién del periodo T. Lineas continuas: R(eo) se estima mediante la
simulaci6n del sistema de ecuaciones diferenciales. La aproximaci6n (I5.6) se repre-
senta en lineas punteadas. Los pardmetros son los mismos que en la figura [I5.1] con
k =1, excepto que el periodo T varia entre 0 y 0,25 meses y que Ip = 1 [dos curvas
inferiores] o Iy = 2 [dos curvas superiores].

Esto se ilustra en la figura[T5.2] con valores de pardmetros idénticos a los
de la figura [15.1] para k = 1. Variamos el periodo T. También probamos dos
condiciones iniciales: Ip = 1y Ip = 2. Cuando T — 0, la curva de R(eo) parece
ser tangente a la aproximacion (I5.6). Nétese en la escala vertical la peque-
fiez de la diferencia relativa [R(c0) — R(e0)] /R(c0). Como N = 10000, esto
se traduce para el tamafio final de la epidemia como mucho en una diferen-
cia de 1 o 2 personas. Nétese que la reproductividad a/b es aqui igual a 1,5,
por lo que la aproximacién (I5.4) de Kermack y McKendrick sigue siendo
relativamente buena [32} p. 240].
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Si el desplazamiento de fase y es cero o un multiplo entero de 7, el tér-
mino de correccién en la ecuacién (I5.6) es cero. Pero como se trata de un
caso excepcional, quizd no merezca la pena encontrar un nuevo equivalente
para la integral [, I(z) ¢(¢/T) dt anterior.

En conclusién, podemos decir que la proximidad de los tamanos finales
R(o0) y R(e0) justifica en cierto modo el hecho de despreciar en muchos mo-
delos epidémicos las oscilaciones de corto periodo para considerar solo las
tasas de contacto promedio.
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Modelos de enfermedades endémicas

En este breve capitulo se estudian los modelos en los que la in-
feccion puede permanecer permanentemente en la poblacion: se
dice que se vuelve endémica. En primer lugar, mostramos que la
reproductividad sigue sirviendo para caracterizar el umbral en-
tre la persistencia de la infeccion y su desaparicion en un modelo
periodico S-I-R con demografia. A continuacion, estudiamos la
competencia entre dos patogenos, por ejemplo entre dos cepas
de la misma bacteria, en un modelo periédico S-I-S.

16.1 Persistencia de un modelo endémico

Consideremos un modelo peridédico S-I-R con nacimientos y mortalidad.
Los recién nacidos entran en el compartimento S. La mortalidad se denota
por u. Se supone que la tasa de natalidad es igual a la tasa de mortalidad. Ast,

ds I

D UN—a(f)S— — 16.1
5 ~HN—al)SL—us (16.1)
dl I

dR

— =bI—uR 16.3
I M (16.3)

donde la poblacién total N(7) = S(z) +1(¢) +R(z) depende a priori del tiempo.
Pero como

dN d

o = 7 B0+ +RO)=p(N=S-1-R)=0,
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la poblacion total es realmente constante y se denota simplemente por N. La
condicion inicial es

S(0)=N—1Ip, 1(0)=1Ip, R(0)=0,

con 0 < Ip < N. Supongamos que la tasa de contacto efectiva a(¢) es una
funcién continua, positiva y T-periddica. La positividad de las soluciones
S(#), 1(z) y R(¢) se desprende del lema del apéndice de este capitulo.
La existencia global de estas soluciones se deduce como en la prueba de la
proposicién [I.1] La linealizacién de la ecuacién (16.2) cerca del equilibrio
(S=N,I=0,R=0)da

dl
— =~a(t)l—-bl—ul.
5 ~alt) u
Sean LT B
a
i=— t)dt, %= .
R R

Proposicién 16.1. Si %y < 1, entonces

lim I(r) =0.

o0

Si %o > 1, entonces

. . def MUN b—HL)
limsupl(¢) = lim supl(t) > = — (1 —— ] > 0.
H+ocp ©) I—eo r; Q b+u (

Demostracién. Supongamos que %y < 1. Como S/N < 1, tenemos

o <lat) b1
Asi que
1(r) < 1(0) exp ( /0 als)ds — (b+/.1)t)

yI(t) = O cuando t — +oeoyaque a < b+ U.
Supongamos que %y > 1. Razonemos por reduccién al absurdo. Supon-
gamos que
limsupI(?) < c.
t—>+o0

Existe € € [0; o tal que

limsupI(?) = ot — €.
t—r—+too
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Existe #; > 0 tal que para todo ¢ > ¢, tenemos
I(t) <a—g/2.
Con la ecuacién (16.3)), deducimos
dR

L uR=bI<b(a—¢/2
dt+u bI<b(a—¢g/2)

para todos los ¢ > ¢. Por lo tanto,
R(t) <R(11)e M) 4 (b/u)(a—€/2) [1 fe—w—fl)} .

El segundo miembro de esta desigualdad tiende a (b/u)(o — €/2) cuando
t — +oo. Entonces existe t, > t; tal que

R(t) < (b/u)(a—¢g/4)
para todo t > t,. Ahora tenemos con la ecuacién (16.2))
dl
dr
Usamos las mayoraciones de las funciones I() y R(¢) parat > 1, en el término
N—-I—R,loqueda
dl —€/2 ba—e¢g/4
Ao gy |1-¥=82 _ba=eg
dt N u N

a(t)(N—I—R)%—bI—/JI.

]IquI
y
1(t) > 1(t2) exp (/,: {a(u) [1 - O“NS/Z _Z“_Ne/ﬂ - (b+,u)}du) .

Observamos que el término dentro de la exponencial es equivalente a ct cuan-
dot — +oo, con

_ b+u o ae |1 b ae |1 b
=a|l-————|—( <~ lzt—|=<|5+—|>0.
‘ a[ u } (+”)+N[2+4u} N{2+4u]>
Ademds, la ecuacién (16.2) muestra que

I(r;) = Iy exp </0t2 a(r) %dr - (b+[.L)t2) >0

ya que Iy > 0. Por lo tanto, I(t) — +eo cuando t — +oo, lo cual es imposible
yaqueI(r) <N. O

El limite inferior & es el equilibrio no trivial del sistema cuando el co-
eficiente a(t) se sustituye por su promedio a. El comportamiento de las solu-
ciones puede ser bastante complicado, como sugiere la figura[T6.1} el sistema
puede ser cadtico [10} capitulo 28] para ciertos valores de los pardmetros.
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7009 11
600
500
400
300
200

100

Figura 16.1: La funcién I(¢) en funcién del tiempo ¢ si N = 10000, Iy = 1, a(r) =
all+ecos(2mt)],a=60,e=05,b=50y pu=1.

16.2 Dos patégenos en competencia

Considere un modelo S-1-S con una poblacién susceptible a dos patége-
nos como dos cepas de la misma bacteria. Supongamos que la infeccién con
un patégeno protege, sin embargo, contra la infeccién con el otro patégeno
(fenémeno de inmunidad cruzada). Como los nacimientos y las muertes se
equilibran entre si, esto sugiere estudiar la

s I I,
E—IJVN al(t)Sﬁ az(l)SN us+b11]+b2127
dl; I

C (S E —un b1

o S —phi—bily,

dl I

T2 (S22 — b — b L.

7 az()SN pul—brlp

La poblacién total N = S(¢) +I;(t) + I(¢) permanece constante. Se supone
que

11(0) >0, 12(0) >0, S(O) = N—Il(O) —12(0) > 0.
Se supone que los indices de contacto efectivos a;(t) y a () son funciones
T-periddicas. Observamos
aj a

bitu T b

L L x
1l = — t)dt 1 — — t)dt =
a T/o ai(t)dt, a T/o ax(t)dt, %)
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Proposicion 16.2. Supongamos que existe una funcion positiva ¢ (t) de me-
dia igual a 1 tal que a)(t) = a, ¢(t) y ax(t) = ar ¢(t). Si #1 > H», entonces
I(t) — 0 cuando t — oo

Demostracion. Tenemos

R e Y.
al(t) Iy dt " ! _N_az(l) I, dt " 20
Asi que simplificando por ¢ (¢), obtenemos
1 |1dl | 1 [1dL
T bi|=—|—=2 b
ai [11 dt tHED a | I dt tHA 2]
Integramos entre O y ¢:
1 I (7) 1 1 [ D)
— |1 bi)t| =—|1 by)t| .
- [0 G5+ -t o) = 2 [rog 205 + G 2)

Deducimos que

1 lo Il(l) 1 lo Iz([) :t( 1

@ Ch0) @ th0) (%—%ng*”

Ahora I;(t) < N. En el primer miembro, vemos que I»(¢) — 0 cuando ¢ —

La competencia entre estos dos patdgenos tiene como resultado la desapa-
ricién del que tiene una menor reproductividad. Si ademdas #; > 1, entonces
la funcién I; (¢) converge a la tnica solucién positiva T-periddica de la ecua-
cién

dly

Z = al(t)Il(l —Il/N) —[.LIl —byl;.
Si los dos patégenos tuvieran una estacionalidad diferente, es decir, si la re-
lacién ay () /a; (¢) no fuera constante, entonces podrian coexistir para ciertos
valores de los pardmetros (véase también [45) p. 152-156]).

16.3 Apéndice: Sistemas positivos

Lema 16.1. Sea f € €' (R x R™,R™). Sea X(t) una solucion de

ax

= 1 X0)
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definido para todo t > ty. Supongamos que X(to) =0y
Vi, Vx =20, Vi, x; = 0= fi(t,x) > 0.
Entonces X(t) = 0 para todo t > 1.
Demostracién. Supongamos primero que X;(fo) > 0 para todo i y
Vi, Vx =20, Vi, x; = 0= fi(t,x) > 0. (16.4)

Las componentes de la solucién X(r) permanecen todas positivas al menos
durante un pequefio intervalo de tiempo que contiene 7). Razonemos por re-
duccioén al absurdo. Supongamos que el conjunto

E={t>1 |3, 1<i<m, X;(t)=0}

no es vacio. Sea t. = inf&. Existe i tal que X;(ry) = 0. Ademds, para todo
1< j<mett € |ty,1; ], tenemos X;(¢) > 0. Por un lado, tenemos
—Xi(ty —¢)

dX; Xi(ty) —X;(t. — €
o X)X o) 0
dt £—-0t £ £—0+ £

por otro lado

dX;

X(ty) =20, Xi(t+)=0,

(t4) = filt4, X(14)) > 0.

Hemos llegado asf a una contradiccién. Asi que X;(r) >0 paratodo 1 < j <m
y para todo t > ty.

Si solo tenemos X(fp) > 0 y la hipétesis del lema sobre la funcién f,
entonces definimos

g™ (t,x) = filt,x)+1/n

y consideremons la secuencia de soluciones X (¢) del sistema

ax)

— o™ (n)
=X (1)

(n)

i

(to) = Xi(to) + 1 /n para 1 <i < m. Las funciones g") verifican la
condicion (16.4). De lo anterior, XS") () > 0 para todo n, todo i y todo 7 > fy.
La continuidad de una solucién con respecto a un pardmetro y con respecto a

la condicidn inicial [16} teorema 3.39] muestra que para todo i y todo ¢ > t,

tal que X

X;(t) = 1im X" (1) > 0. O

n—y+oo
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Probabilidad de extincion en un entorno periédico

Para una cierta clase de procesos de ramificacion en tiempo con-
tinuo de varios tipos en un entorno periodico, demostramos que
la probabilidad de extincion es igual a 1 si 'y solo si la reproduc-
tividad %y es menor o igual a 1. La demostracion utiliza resul-
tados sobre el comportamiento asintotico de sistemas coopera-
tivos de ecuaciones diferenciales. En epidemiologia, la probabi-
lidad de extincion puede utilizarse como una medida periédica
del riesgo epidémico. Como ejemplo, consideramos un modelo
S-E-I-R linealizado y datos sobre una epidemia de sarampion en
Francia. También se analizan modelos en tiempo discreto con
posibles aplicaciones en biologia de la conservacion.

17.1 Un solo tipo de individuos infectados

Consideremos primero un «proceso lineal de nacimiento y muerte» (0 mas
bien de infeccién y curacién) con un solo tipo en un entorno variable, como
por ejemplo en [36,148]]. Sea a(r) la tasa de contacto efectiva y b(r) la tasa de
curacidn a tiempo 7. Si hay n personas infectadas, la probabilidad de que se
produzca una nueva infeccién durante un intervalo pequefio de tiempo dt es
na(t)dt + o(dr) [lineal con respecto a n]; la probabilidad de que se produzca
una nueva curacion es nb(t)dt + o(dt). Supongamos que a(t +T) = a(t) y
b(r+T) = b(t) para todo t. Sea ng el nimero inicial de personas infectadas
en el instante fy (np > 1). La probabilidad p, () de tener n personas infectadas
en el instante ¢ es la solucidn del sistema

dpn

P —[a(r) +b(O)np+alt) (1= 1) pay b (1 D pasr, 0> 1,
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con dpo/dt =b(t) p1, pu(to) = 1 sin=ng y pu(to) = 0 si n # ng. En efecto,
hay n personas infectadas en el instante ¢ + dt si habia n — 1 personas infec-
tadas en el instante 7 y se produjo una infeccién, o si habia n 4 1 personas
infectadas y se produjo una curacion.

Proposicion 17.1. La funcion generadora

x) = Z pu(t) X"
n=0
verifica g(to,x) =x"0y
%8 (- falyr—br) 2 =0 (17.1)
ot ox '

Demostracion. Dado que

2:’1pn 17

n=1
tenemos
ag dpl’l n n
T Z Al z—[a(t)—|—b(t)]2npnx”—|—a Z (n—1)py—1x
n=0 n=0 n>1
+b(t) Y (n41) puy1 x"
n=0
o dg 298 dg
= —la(r)+b(t )]xa-i—a() 3 +b()8x O

Proposicion 17.2. La esperanza del tamario de la poblacion infectada

—+oo
1) = ;npn(t)

verifica l(tg) =no y

dl

— =a(t) —b(2)]1(z).

= = la() b))
Demostracion. Notemos que

dg dl  d%g

1(t) = =—(¢ —=—(1,1).
®) ax(7 ) dt 8t8x(’ )
Consideremos la derivada parcial con respecto a x de la ecuacion (17.1)) :

9’g dg 0’g
98 4 {a)(1 )~ lal0x—b(0)]) 2+ (1—0)fa(rx— b)) 25 =0
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Intercambiando las derivadas parciales y tomando x = 1 obtenemos

2
cjtai(t’ 1) =la(®) _b(f)]%(t, 1)=0,

que corresponde a la ecuacién diferencial de la proposicién. 0

Proposicion 17.3. La probabilidad de extincion a tiempo t > ty viene dada
por
1o

1
1+ [/ b(s)exp [ J2 [b(u) —a(u)]du} ds

Demostracion. Consideremos las curvas caracteristicas de la ecuacion en de-
rivadas parciales lineales de primer orden (T7.1) :

po(t) =11

dX
& = (1-X)la()X ~b(1)].
Entonces
d X _dg X dg X dX
58X (0)] = (0, X(1) + =2 (1, X(1)) -
= %8 0, X(0)) + [1 - X(O)fale)X(0) ~ (o)) 25 (1. X(0) =0,
de manera que g(7,X(¢)) = g(t0,X(f0)) = X(#p)". Sea Y = 1 — X. Entonces
dyY
o= —a()Y(1=Y)+b(1)Y.

Dividiendo por Y? y definiendo Z = 1/Y, obtenemos
dz.
dar

% (Z(t)exp { / Ib(u) —a(u)]duD — —a(t) exp [ / Ibu) —a(u)]du} .

T fo

—a(t)(Z—1)+b(t)Z,

Asi que

2)exp | [ 00) - atw] ] 20
_ —/ta(s) exp {/S[b(u) —a(u)]du] ds.

fo fo
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La curva caracteristica que pasa por X(¢) =0 corresponde a Y(¢) =1y Z(¢) =
1. Con la ecuacién anterior, deducimos Z(1y), Y (#p) y finalmente

1

X(l‘()) :17m

1
exp [ J! [b(u) —a(u)}du} + J als)exp [ S [bw) —a(u>]du} ds

Observemos que

=1-

/tot[a(s) —b(s)]exp [/I:[b(u) —a(u)]du} ds
b(w) —a(u)]du}t — 1 —exp ’[b(u) ()] du.

o fo

=— [exp

fo

Como py(t) = g(t,0) = X(fp)" tenemos

ny
1
Po (l) =|1- y " O
1+ J;, b(s)exp [jto [b(u) — a(u)] du} ds
Sean
_ 1T - 1T .
a= T/0 at)di, b= T/0 be)dr, ©= tim pofo)
o representa la probabilidad de extincién final.
Proposicién 17.4. Si a < b, entonces ® = 1. Si @ > b, entonces
no
1
o=|1 (17.2)

1+ [ b(s) exp [ (bl — alu)) ] ds

Demostracion. Si a # b, entonces

/ Ib(u) — a(w)] du ~ (B—a)s

fo

cuando s — +oo. Si por el contrario @ = b, entonces Jig [b(u) —a(u)]du es una
funcién T-periddica de s. En el caso a < b, es decir, cuando d < b o a = b,
tenemos

0 <10
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y @ =1.Enel caso a > b, py(t) converge al limite indicado en la proposicién.
O

Observacion 17.1. Si a > b, entonces @ < 1y @ es una funcién T-periddica
de fy. Recordemos también que la reproductividad viene dada por %y = a/b
para modelos con un solo tipo de individuos (proposicion [7.8).

17.2  Varios tipos de individuos infectados

Sea m > 1 un niimero entero. Sea A(r) = (A; ;j(¢)) una funcién matricial
(con valores en las matrices cuadradas de orden m) con coeficientes positivos
o nulos:

Vi, j, A j(t) > 0.

SeaB(t) = (B; ;(¢)) una funcién matricial diagonal con coeficientes positivos
o nulos:

vj, Bj’j(l‘) >0.
Sea C(t) = (C; ;j(¢)) una funcién matricial tal que
Vi#j, Cw‘(l‘)go, V], CjJ(l):—ZCi,j(t).
i#J

Sean D(¢) =B(#) + C(¢) y M(z) = A(r) — D(¢).

Los coeficientes A; j(r) son las tasas de contacto efectivas. Los coeficien-
tes B; j(r) son las tasas de curacion o mortalidad mientras que los coeficien-
tes —C; j(r) para i # j son las tasas de transferencia entre compartimentos.
Noétese que —D(r) y M(¢) son matrices cooperativas: sus coeficientes fuera
de la diagonal son positivos o cero. Supongamos que:

(H1) al menos un coeficiente de la matriz A(z) es positivo para todo ¢;

(H2) la matriz M(¢) es irreducible para todo ¢;

(H3) las funciones matriciales A(¢), B(¢) y C(¢) son continuas y T-periddicas;
(H4) existe B > 0 tal que Vj, Vr, B; (1) > B.

La hipétesis (H4) puede debilitarse, pero en cualquier caso es mds realista
tener una mortalidad no nula en cada compartimento. Recordemos que p(-)
denota el radio espectral.
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Lema 17.1. Sea Z(t) la solucion del sistema matricial

az_
dt
donde .7 es la matriz identidad. Entonces p(Z(T)) < exp(—fT) < 1

Demostracion. Como la matriz —D(r) es cooperativa, de la proposicién
se obtiene que Z(z) > 0 para todo ¢ > 0. Por lo tanto,

d m m m m m
EZZU(I)__ZZD, Zk] Z Z Zk} )
i=1 i=1k=1 k=1 |i=1
==Y Bix(t)Z (1) Z
k=1 k=1
y m
) Z:;(T) < exp(—BT)
i=1
ya que Z(0) = .#. Tenemos
P(Z(T) < Z(T)[ = mix 3 [Z;(T)|
\ngiil
= mix ZZW( ) <exp(—fBT). O

Consideremos ahora el proceso de nacimiento y muerte de varios tipos
asociado a estas matrices [48]. En el intervalo pequefio de tiempo [¢; # + dft],

para que el sistema se encuentre en el estado (ny,...,n;,...,n,) en el instante
de tiempo 7 +dt :
= 0 el sistema estaba en el estado (nj,...,n; — 1,...,n,) en el instante ¢

y una de las n; — 1 personas de tipo i generd por infeccién una nueva
persona del mismo tipo [probabilidad (n; — 1)A,; ;dt + o(dt)];

= 0 el sistema estaba en el estado (nj,...,n; —1,...,n,) en el instante ¢
y una de las n; personas de tipo j # i generd por contagio una nueva
persona de tipo i [probabilidad n; A; jdt + o(dt)];

= 0 el sistema estaba en el estado (nj,...,n;+1,...,n,) en el instante ¢
y uno de los n; + 1 individuos de tipo i salié de los compartimentos
infectados [probabilidad (n; + 1)B; ;(¢) dt + o(dt)];
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= o el sistema estaba en el estado (n1,...,n;—1,...,n;+1,...,n,) enel
instante ¢ y una de las n; 4+ 1 personas de tipo j # i se transformé en
una persona de tipo i [probabilidad —(n; + 1)C; ;(r) dt + o(dt)].

Si p(t,n1,...,ny) es la probabilidad de tener n; personas infectadas de

tipo i (1 < i < m) en el instante ¢, entonces

d
f(l,nl,..., —ZA”’ ~—l)p(t,nl,...,ni—1,...,nm)

+ZA,] ynjpt,ny,...,ni—1,... ,ny)
i#J

+ZB,, Y(ni+ 1) p(tyny,...oni+1,... )

7ZC’--/- anrl)p(t,nl,...,n,-f1,...,nj+1,...,nm)

i#j

_ZA'J njp(t,ni,.. ZB,, pt,ny,... ,ny)

—&—ZC,, Ynjp(t,ng, ... ).
i#j
Tomemos como condicidn inicial
1 si(nl,...,nm):(n?,...,n,?l),

[0,y ) = .

Plios15 ) {0 si (n1,...,nm) # (n),...,n2).

Proposicion 17.5. Consideremos la funcion generadora

g(t,x1, . xp) = Z plt,ny, .. my)x™ L ox,
Ayt 20
Entonces 5
8
%8 X [Ausfe) Dy (0] (1) 2 =0
i,j Xj
con condicion inicial
0 0
g(to, X1,y Xm) = X1 - x, (17.3)
Demostracion. Tenemos
dg dp
—_— = —(t,n1,....0pm)x1" . x,Mm
at . Z dt ( ) ) ) m) m 9
1seeey Ny
dg
i—1
o Z nip(t,ny,.. ) x™ oM
1
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Notese que para todo i y todo j,
d
Z (ni— D pt,ny,...,ni— 1, my)x™ . ox,™ x,zag,
Nyl Xi
e _ 98
Z (mi+ D) pt,ng,...,n+ 1, ny)x " E
ny,...;Nm 'xi
dg
n'p(t,nl,...,n )xl ! xnﬂm_x.77
”l;”m ! " l jaxj
y que para todo i # j,
dg
nipt,ng,...,ni— 1, ny)x)™ xy™ = xix =,
nl;nm ! l " l jaxj
n n dg
Z (nj+1)pt,ni,...,ni—1,...onj+ 1, ny)x"™ ox,"™ =x .
el ax.f
Deducimos que
d
;All Xi axl+l§A1] x,x]ag
J
3g
+ZB11 ZC,J xla
Y i x]
Ai L
Zj: ij( xja ZB,, x,a ZC~7j(t)xja—xj.
Como B,-j(t) =0sii# j, tenemos
dg dg
ZA,J x]& +ZB11 xi)&ch
ij
d
_ZC’/ —X;j ag
i#J Y
Pero
dg dg dg
Y Cij(0) (xi—xj) 5> =Y Cij(e) (i — 1) 5>+ Y Cii(t) (1 —x;)
i XN 7 o 7] 9%
Y Cij(t) (xi— 1)@ Y. i1 x.)ﬁ
= i, i ,
by J axj - JsJ J axj
dg
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Entonces

+Z (0 UM—Cumurﬂwji:o‘ -
i,j

Proposicion 17.6. La esperanza del niimero de individuos infectados de tipo
k(1 <k<m)en el instante t,

k()= Y  mplt,n,...,nm),

satisface

donde 1(t) = (i (t),...,Ly(t)). Ademds, 1(tg) = (n},...,nY).
Demostracion. Observamos que

_ dg dl, d%g
Ik(t)_gixk(t’l” ), E—atan(t,l,,l)

Consideremos la derivada parcial con respecto a x; de la ecuacién en deriva-
das parciales de la proposicién (17.5)) :

9’g dg
e at+§{Au (1—Xi)—[Ai,j(f)xj—Di.,j(t)]&,k}ij
d2%g
j i i (O] (1 —x;) =——=— :O,
+Z ]( )]( X)an&Xj
donde &;; = 1sii= jy ;=0 en caso contrario. Intercambiando las deri-
vadas parciales y tomando (xi,...,x,) = (1,...,1):
d’g dg

Itax, 1., 1) _; [Agj(1) =Dy (1)] E(r, 1,...,1)=0,

de manera que
dly
@~ LML), =

J
Proposicion 17.7. La probabilidad de extincion en el instante T > ty viene

dada por
n? 110

p(1,0,...,0) = [XY:)(to)} . [Xs,f)(to)] " (17.4)
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donde XV (1) es la solucién del sistema

(1)
‘D;;‘ ) (A 0X = py(0)] [1-x(7] (175)

tal que X9 (1) = 0.

Demostracion. Las curvas caracteristicas de la ecuacién en derivadas parcia-
les lineal de primer orden de la proposicién son

% = Zl, [Aij(£)X;=Di ()] (1-X;).
Asf que )
2 1g.X,0).. Xle)] =0
’ QX1 1), X)) = 8000, X1 (0), - Xnli0). (17.6)

Sea X(?)(r) la solucién tal que X(¥)(7) = 0 (el vector nulo). Utilizando la
condicion inicial (T7.3) y tomando # = 7 en la férmula (I7.6), obtenemos

0 0

p(1,0,...,0) = g(1,0,...,0) = {X(f)(to)} L [X,(,,T)(to)} " 0
Proposicion 17.8. Sea

o= lim p(t,0,...,0),

f—-oo
la probabilidad de extincion final. Sea ®(t) la solucion del sistema matricial

M) e0), ®(0)=7,
donde 9 es la matriz identidad. Se tienen dos posibilidades:

v si p(D(T)) < 1, entonces ® = 1;

v 5i p(P(T)) > 1, entonces o < 1.
Demostracion. Por la proposicién anterior, la probabilidad de extinciéon @
viene dada por

W= (a)l )”? ... (wm)"r%’
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(T)(

siempre y cuando ®; sea el limite de X; fo) cuando T — +oo. El problema
se reduce por tanto al estudio del sistema de ecuaciones diferenciales (I7.3).
Sea

Y (s)=1-xP (). (17.7)

Obtenemos

dY(T)

Z[ (1— (”(s)) —Dm(r—s)} Y(s). (17.8)

La condicién inicial es Yﬁr) (0) = 1 para todo j y todo T > 1.
Sea Y;(s) = YEHT)( ). Entonces Y(0) = Y(®(0) y Y(s) verifica el mis-
mo sistema diferencial (17.8) que Y(7)(s) debido a la hipétesis (H3) sobre la

periodicidad de los coeficientes. Por lo tanto Y (s) = Y(¥)(s) y
(D)) — yv(E+T)
Y () =Y, (s) (17.9)

para todo s, todo T y todo j.
Apliquemos la proposicién del apéndice. Sea F = (Fy,...,Fy,) y

Fj(s,Y) =} [Aij(t—s) (1-Y;) = Di;(t—9)] Y,

i

de modo que F;(s, Y(*) (s)) es el segundo miembro de la ecuacién (17.8).

Comprobemos la primera hipétesis de la proposicién [T7.9; el sistema

dy
o = F(s,Y) deja invariante al conjunto [0; 1)”. En efecto, si Y € [0; 1]™
s

entonces

YjZO ?Fj(S,Y)ZZ(AYJ(T S) Ci’j(T—S))YiZO,

i#]
Y;=1=Fj(s,Y)=—) Dij(t—s)Yi—Dj j(t—5s)
i#j
==Y Cij(t—5)Yi—Bj(t—s)+ ) Cij(t—s)
i#j i#]j
=-Bj(t—s5)+) Cij(t—s)(1-Y;) <0. (17.10)

i#]j

La desigualdad estricta en la ecuacién (I7.10) se debe a la hipétesis (H4).
Segin el lema|16.1} para cualquier condicién inicial en [0; 1] a tiempo sp, la
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solucién correspondiente del sistema permanece en [0; 1]™ para todo
s > s0. La desigualdad estricta también muestra que si Y(so) € [0;1]™,
entonces Y(s) € [0; 1[™ para todo s > 5.

Tenemos

JF;

a—Y‘]’c(s,Y):AkJ(T—s)(l—Y) Dy j(T—3s) ,kZA,] —5)

La segunda hipdtesis de la proposicion se verifica porque
m JF;
VY €[0;1)", Vs, Vj#k, —(s Y)=Ap(t—s5)(1-Y;)—Cj(t—s5)>0.

Paratodo j # ky Y €[0;1[™, tenemos las equivalencias
Mk’j(T—S) = Aij(T—S) — Ck,]'(’l'—s) >0

@[Akj(r—s)>Oo—ij( )>0]<:> ai(SY) 0.
’ ’ Y,

La matriz M(7 — s) es irreducible debido a la hipétesis (H2). Por lo tanto, la

matriz jacobiana
JF;
(J (Sv Y))
Yy ik

es irreducible para todo s y todo Y € [0; 1[™. Se verifica asi la tercera hip6tesis

de la proposicién
Comprobemos la cuarta hipétesis. Para todo o € |0;1[y Y € ]0;1]™, te-
nemos

Fj(s,ocY) = (XZ[A,’J(T—S) (1 —lXYj) —Di’j(T—S)}Y,'

=aF;(s,Y)+a(l—a ZA,, Y;Y; > aF;(s,Y)

y F(s,aY) # aF(s,Y) segiin la hipétesis (H1).
La quinta hipétesis es trivial: F(s,0) = 0.
Comprobemos la sexta hipétesis. Sea J(s,0) la matriz jacobiana en 0:

OF;
J(S,O) = (aii(s,()))j’k = (Ak’j(T—S) _Dk’j(r_s))j,k — tM(’L’—S),

donde 'M es la matriz transpuesta de M. Para todo s y todo Y € [0; 1],

Fi(5,Y)=Y 'M;i(t—s)Y; - ZA,, T—5)Y;Y; < ZM,, —s5)Y

i
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Ademds, F(s,Y) #J(5,0)Y si Y € ]0;1]™, debido a la hipétesis (H1).
Sean ®(t), P,(z), P3(r) y P4(t) las soluciones fundamentales (con la
matriz identidad como condicidn inicial a tiempo 0) de

dy dyY dy Y
— =M@Y, — =M(t+1)Y, — =-"M(t+1)Y, — ="M(t—s)Y.
MY, S=M(r)Y, SE= MY, S =M(e-s)
El segundo sistema es una traslacion en el tiempo del primero. El tercero es
el adjunto del segundo (proposicion [7.6). El cuarto es como el tercero, salvo

que el tiempo se invierte. De manera que
@(T) = (1) D(T) ((1)) ", @3(T) = ['@2(T)] !, @4(T) = [3(T)] "

y

p(P(T)) = p(P2(T)) = = p(P4(T)).

Apliquemos la proposicién [I7.9

» si p(P4(T)) < 1 entonces el equilibrio O del sistema (17.8) es global-
mente asintticamente estable en [0; 1]”; en particular, Y(®) (s)—0
cuando s — +oo;

p(P3(T))

m si p(Py(T)) > 1 entonces el sistema (17.8)) tiene una tnica solucién
positiva y T-periddica, que es globalmente asintéticamente estable en
[0;1]\ {0} y por lo tanto atrae Y¥)(s) cuando s — oo

(7)
j
n? = 0 para i # j. La aplicacién 7 — p(t,0,...,0) es creciente porque

Vemos de la férmula (17.4) que X' (fo) = p(t,0,...,0) cuando n? =1y

d
2(1,0,...,0) = Y Bui(r) plt.er) > 0,
l

donde ¢; = (0,...,1,...,0) es el vector unitario con 1 en la coordenada i. Esta

aplicacién también estd acotada por 1 ya que es una probabilidad. Tenemos

asi que X(]-T) (fo) converge a un limite @; < 1 cuando T — oo,

Con la relacién (T7.9), tenemos para todo 7 > 1o y todo nimero entero n,
T nT
X (10) = 1 =YD (40T —10) = 1 - Y (24T — 19).
Tomando el limite n — oo, concluimos:
» si p(P(T)) < 1, entonces w; = 1 para todo j;
= si p(®(T)) > 1, entonces w; < 1 para todo j. O

Observacion 17.2. Los dos casos de la proposicién corresponden a Z <
1y %y > 1 (corolario[7.2).
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17.3 Un modelo epidémico simple para el sarampion en Fran-
cia

Consideremos como ejemplo un modelo S-E-I-R linealizado para el inicio
de una epidemia:

9 = (e wE+a((1-9)1 (17.11)
dl
=k~ (bru (17.12)

El nimero E representa el nimero de personas infectadas pero no infeccio-
sas, I denota el ndmero de personas infecciosas. El periodo medio de latencia
es 1/c. El periodo infeccioso medio es 1/b. La mortalidad es p. La tasa de
contacto efectiva, es decir, el producto de la tasa de contacto y la probabili-
dad de transmisién, se denota a(z). Se supone que es una funcién periédica
positiva de periodo T = 1 afio, que modela la estacionalidad. El niimero ¢ es
la fraccién de la poblacién que es inmune, ya sea por vacunacién o por una
infeccidn previa. Los pardmetros ¢, b y [ son positivos y 0 < ¢ < 1.
Las hipétesis (H1)-(H4) de la seccion[I7.2]se satisfacen con

A(t)—< 8 “(I)(g)_d’) >,B(f)_< 0 bfu >’C(t)_< _Cc(lg.lz)

Calculemos la probabilidad de extincién @ del proceso de nacimiento y muer-
te de varios tipos asociado a las matrices con la condicién inicial ente-
ra (E(1),1(t0)) # (0,0) en el instante #. Elijamos primero 7 tal que 7 —#; sea
grande comparado con T. Sabemos por las relaciones (17.4), (17.7) y (17.8)
que

E(t0) 1(to)
o~ p(7,0,0) = (1—Y(lr)(rft0)) 0 (lngT)(rfto)> Y714
donde

()

dY

()= —(c+ )Y () +e Y (s), (17.15)
dy'?

() =a(t=5) (1= )Y (5)(1 = Y5 (s)) = (b +m)Y5"(5) (17.16)

para 0 < s < T—1y, Y(lf) 0)=1y Ygf) (0) = 1. Estas ecuaciones permiten

calcular @ numéricamente. Finalmente debemos reutilizar el mismo algorit-
mo con un valor mayor de T para comprobar que obtenemos el mismo valor
aproximado para .



266

Como ejemplo, consideremos la emergente epidemia de sarampion en
Francia durante los afios 2008-2011 (fig. en 2006 y 2007 se registraron
menos de 50 casos). En 2007, teniendo en cuenta la cobertura de vacunacion,
se estima que alrededor del 10% de los nifios de dos afios y del 7% de los
nifios de seis afios en Francia eran susceptibles al sarampién; en 2009-2010
alrededor del 8 % de la poblacién de 6 a 29 afios era susceptible. Teniendo en
cuenta la poblacién total de Francia (65 millones de habitantes), se puede esti-
mar que la poblacion susceptible es probablemente superior a dos millones de
personas. Ademads, el nimero acumulado de casos que se indica en la figura
1 es de unos 22 000, y el nimero real de casos en algunos lugares podria du-
plicar el niimero comunicado. Asi, la poblacion susceptible probablemente se
mantuvo relativamente estable durante 2008-2011, lo que justifica el modelo

linealizado (I7.11)-(17.12).

casos / mes

—3000

2008 2009 2010 2011

Figura 17.1: Nimero mensual de casos de sarampion notificados [funcién escalonada]
desde enero de 2008 hasta febrero de 2012 (datos de [37]). Mejor ajuste [curva suave]
a los datos de enero de 2008 a julio de 2011.

Supongamos para simplificar que a(¢) = a[l + ecos(Qt — y)] con Q =
2n/Ty T =1 afio. Esta expresion es el principio del desarrollo en serie de
Fourier de la funcién periédica a(r). También podrian utilizarse otras formas
para a(t), como una funcién de onda rectangular. El uso de este tipo de fun-
ci6n seria particularmente apropiado si un estudio estratificado por edad de
los casos indicara una transmisién en la escuela. Sin embargo, no parece que
este sea el caso. La mayor incidencia se da en nifios menores de 1 afio, que
alin no estdn escolarizados, mientras que la edad media de los casos notifica-
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dos fue de 14 afios en 2010 y de 16 en 2011, siendo la mayoria de los casos
menores de 30 afios [14]]. Es inusual que la edad media sea tan alta para una
enfermedad como el sarampién. La estructura de edad de la incidencia refleja
en realidad la estructura de edad de la poblacién susceptible mds que la esco-
larizacion: los nifios menores de 1 afio atn no estdn vacunados; como se ha
seflalado anteriormente, alrededor del 8 % de las personas de 1 a 30 afios son
susceptibles; solo el 1-2 % de las personas de 30 a 50 afios son susceptibles.
Este patrén particular se debe al rapido descenso de la incidencia del saram-
pién durante la década de 1980, tras la recomendacion de la vacuna contra el
sarampién en 1983 y la vacuna triple virica (sarampidn, paperas y rubeola)
en 1986.

Para estimar los pardmetros desconocidos, el modelo (I7.11)-(I7.12)), que
corresponde a la esperanza del proceso estocdstico asociado a las matrices
(T'7.13), se compara con los datos entre principios de enero de 2008 (digamos
t*) y julio de 2011. En julio de 2011 se tomaron una serie de medidas para
controlar la epidemia, por lo que ya no se puede suponer que los pardmetros
sigan siendo los mismos que antes. Su efecto puede verse en la ausencia de
una ola epidémica a finales de 2011.

Supongamos que 1/c =8 dias y 1/b =5 dias. La mortalidad u es negligi-
ble en comparacién con b: tomamos 1/ =70 afios. Sea f la fraccién de casos
que se notifican realmente. Identificamos la incidencia de los casos notifica-
dos de la figura[17.1] con la funcién f51(¢). Como el sistema -
es lineal, es verificado también por las funciones E(¢) = fE(r) y I(¢) = f1(¢).
El objetivo es encontrar E(¢*), 1(t*), &, w y el producto @ (1 — ¢) tal que b1(z)
se ajuste mejor a los datos. La distancia a los datos se mide por la suma de
los valores absolutos de las diferencias de incidencia mensuales. Esto tiende
a dar mayor peso a la ola de 2011 debido a su tamafio. En cualquier caso, las
cifras de 2008 y 2009 son pequeifias y algo irregulares, probablemente porque
varias epidemias locales fueron desencadenadas por la introduccién de casos
procedentes del extranjero; no se puede esperar un buen ajuste con el modelo
determinista para esta parte de la curva epidémica, que ain no ha alcanzado
su forma «estable» (en el sentido de la teoria de la poblacion estable de Lot-
ka). En cuanto a la ola de 2010, su pico se alcanz6 un mes mas tarde que en
la ola de 2011. Este desfase puede deberse a la estocasticidad demografica o
al hecho de que a(¢) no es realmente periédica debido a la estocasticidad am-
biental. Con estas observaciones, encontramos un ajuste relativamente bueno
(al menos para la ola de 2011) dada la simplicidad del modelo con

E(t*)=3,1(t*) =2, £=0,33, % =-0,07,a(l—¢)=6,42/mes (17.17)

(fig. [I7.1). Utilizando estos valores de los pardmetros, podemos simular el
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proceso de nacimiento y muerte con dos tipos. La figura[I7.1| muestra solo la
esperanza del niimero de casos por mes. En la version estocastica, la epidemia
se extingue en muchas simulaciones. La figura[T7.2) muestra una simulacién
en la que la epidemia no se extingue, y en la que el tamafio de las diferentes
olas era del mismo orden de magnitud que los datos de la figura (han
sido necesarias docenas de simulaciones antes de encontrar un ejemplo asf).

4000 §
35001 casos / mes
30004
25004
20004
1500 -
1000

500 A

t
0 T f T T T T 1

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Figura 17.2: Niimero de casos notificados cI(¢) en funcién del tiempo (en meses)
en una simulacién del proceso de nacimiento y muerte utilizando los valores de los

parametros (17.17). La condicién inicial es E(t*) = 3 y I(t*) = 2.

Segtn la proposicién la reproductividad % (mantenemos la notacion
Xy para el caso en que ¢ = 0) se caracteriza por el hecho de que el sistema
lineal periédico

dX ([ —(c+p) a(t)(1-9)/Z
dt_( . o) ¢ )X (17.18)

tiene un multiplicador de Floquet dominante igual a 1. Numéricamente obte-
nemos %y ~ 1,06. Obsérvese que la reproductividad Z es solo ligeramente
superior a 1; esto se debe a que el 90 % de la poblacion total ya estd protegida,
ya sea por la vacunacién o por una infeccién anterior.

Utilizando las ecuaciones (I7.14)-(I7.16), podemos calcular la probabili-
dad 1 — p(7,0,0) de que el proceso no se haya extinguido en el instante T para
un fy fijo y todo T > ty, empezando con un individuo en el compartimento E
o un individuo en el compartimento I en el instante 7y (fig. m]) Como se
esperaba, 1 — p(t,0,0) converge a un limite 1 — @ cuando T — +-oo. La fi-
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gura[I7.3|tiende a mostrar que la extincién tiene mds probabilidad de ocurrir
durante el primer afio después de .

1 —p(7,0,0)

Figura 17.3: La probabilidad 1 — p(7,0,0) de que el proceso no se extinga en el instan-
te 7 en funcién de 7 (en meses, T > fg) partiendo de un individuo en el compartimento
E [linea sélida] o de un individuo en el compartimento I [linea de puntos] en el instante
to. Aqui fy corresponde a principios de septiembre.

Escogiendo 7 suficientemente grande y repitiendo los calculos para dife-
rentes valores de 79, obtenemos la figura [I7.4] para la probabilidad 1 — @ de
que el proceso no se extinga en funcién de 7y, comenzando con un individuo
en el compartimento E o un individuo en el compartimento I en el instante
to. Esta probabilidad es mayor en septiembre. Esta es quizas la época del afio
en la que las autoridades sanitarias deberian prestar mas atencién a los bro-
tes locales de sarampién para actuar lo mds rapidamente posible antes de que
desencadenen una epidemia mayor. En otras épocas del afio, es mds proba-
ble que los brotes se extingan por si solos, aunque la reproductividad %, sea
mayor que 1.

Obsérvese que el pico de incidencia de la ola de 2011 se produjo en marzo
de 2011 (fig.[I7.1). La estimaci6n de y sugiere que la tasa de contacto efecti-
va a(t) alcanz6 su mdximo en diciembre de 2010. El minimo entre las olas de
2010 y 2011 se encuentra en agosto o septiembre de 2010, en la temporada
en la que la estimacién de 1 — @ es mas alta. Si se hubiera utilizado, prin-
cipalmente, la ola de 2010 para el ajuste de pardmetros, el pico de 1 — ® se
habria desviado solo un mes. Asi que, independientemente del método, 1 —
parece estar en su punto mds alto aproximadamente cuando la incidencia esta
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r0.15

r0.10

r0.05

Figura 17.4: Probabilidad 1 — @ de que el proceso no se extinga en funcién de 7o (en
meses de enero a diciembre) partiendo de un individuo en el compartimento E [linea
continua] o de un individuo en el compartimento I [linea discontinua] en el instante
10.

en su punto mas bajo y cuando el rebote de la incidencia estd empezando.

Por supuesto, hay que tener en cuenta que este modelo S-E-I-R lineali-
zado es una representacion simplificada de la dindmica de transmisién del
sarampion. En particular, no tiene en cuenta la estructura en edad y utiliza
una funcién estacional a(f) muy simple.

17.4 Reintroduccion de especies en biologia de la conserva-
cion

Hay otros campos de la biologia de poblaciones que utilizan procesos de
ramificacién, en particular la biologia de la conservacién. Imaginemos, por
ejemplo, que se reintroduce una especie animal extinguida en una determina-
da regién. ;Cudntos animales deben reintroducirse para que la poblacién ten-
ga buenas posibilidades de persistir? Con un proceso de nacimiento y muerte
de un tipo, la probabilidad de extincién para una poblacién de » individuos
es @", donde la probabilidad @ viene dada por la férmula (I7.2). Conocien-
do o, podemos entonces estimar el nimero entero n tal que ®”" sea menor
que un determinado nivel de riesgo; por supuesto, la reintroduccién solo tie-
ne sentido en los casos en que @ < 1, para los que @" puede hacerse pequefio
eligiendo n suficientemente grande. Otra cuestiéon que se puede plantear es:
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(en qué momento ty del afio deben reintroducirse los animales para minimizar
la probabilidad de extincién @? La misma cuestion se plantea en el contexto
de procesos de nacimiento y muerte de varios tipos en un entorno periddi-
co, con la posibilidad adicional de preguntarse qué tipo de individuo debe
reintroducirse para minimizar la probabilidad de extincidn.

Aunque los modelos a tiempo continuo son muy populares en epidemio-
logia, los bidlogos de la conservacién suelen preferir los modelos a tiempo
discreto por varias razones. El resto de esta seccién explica brevemente como
se calculan las probabilidades de extincién en este contexto. La justificacion
del vinculo entre la reproductividad % y la probabilidad de extincién es mas
sencilla en el caso de tiempo discreto que en el caso de tiempo continuo de la
seccion([17.2} Se deduce de los métodos conocidos para los procesos de varios
tipos en un entorno constante, por un lado, y para los procesos de un solo tipo
en un entorno que varia de forma determinista, por otro.

Consideremos modelos a tiempo discreto de la forma

p(t+1) = (A(1) +B(@))p(),

donde A(7) y B(¢) son matrices cuadradas de orden m, con coeficientes posi-
tivos o nulos, T-periddicas con respecto a ¢ (T es un nimero entero), tales que
el radio espectral de la matriz B(T — 1) ---B(1)B(0) es estrictamente menor
que 1y Y;B; j(r) < 1 para todo j. Para la versién estocéstica correspondien-
te, debemos especificar las probabilidades FEIJ )_._ i (t) de que un individuo de
tipo j tenga como descendencia (iy,.. ., i,) individuos de tipo (1,...,m) entre
los tiempos ¢ y ¢ + 1. Las funciones Fflj )_“ i (¢) se suponen T-periédicas con

respecto a 7. Entonces A, (¢) es igual a la media

A j(t) = Z lel(ci)km(t)
kiyeeskm

El coeficiente B; ;(r) da la probabilidad de que un individuo de tipo j se trans-
fiera a tipo i entre ¢ y t + 1. Un individuo de tipo j en el instante de tiempo ¢
es sustituido en el instante ¢ + 1 por una poblacién cuya funcién generadora
es

giltx ) = L ED @) (14 B0 —1)

Asi, un individuo de tipo j a tiempo #y es sustituido a tiempo 79 + T por una
poblacién cuya funcién generadora G (xy,...,x,) se obtiene componiendo
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las funciones generadoras g;(f,x1,...,xy,) parat =to,...,7o +T — 1. Si por
ejemplo T = 2, entonces

Gj(.X],...7Xm) :gj(t07g1(t0+ 17x17~~-7xm)a'~~7gm(t0+ 1,X17...,Xm)).

Consideremos la poblacién en los instantes de tiempo (fo + nT),>0. Sabe-
mos por la teorfa de los procesos de ramificaciéon multitipo en un entorno
constante [48] que las probabilidades de extincién w; partiendo de un indi-
viduo de tipo j a tiempo fy son la solucién minimal en [0; 1] del sistema
0; =Gj(w,...,0,) para 1 < j < m. Dado que

dg;
axi

(t,1,...,1) = A ;(t) +Bi (1),

podemos comprobar que la matriz de las medias, es decir, la matriz jacobiana
en(l,....1),es

(%00000) = A+ T 1) B0+ T 1) A + B
i i,j

Suponiendo que esta matriz es primitiva y que las funciones generadoras G;
no son singulares, es decir, que no existe una matriz Q tal que

Gj(x1,.. . %m) :ZjSxi
7

para cualquier j, la teorfa muestra que (@i, ...,®,) = (1,...,1) siy solo siel
radio espectral de esta matriz de medias es menor o igual que 1. Esto equivale
a %y < 1, donde %, es el radio espectral de la matriz 7 Z~!, o/ es la matriz
diagonal en bloques diag(A(0),A(1),...,A(T—1)) y £ es la matriz dada
por la férmula . Con n? individuos de tipo i (1 < i < m) a tiempo fy,
la probabilidad de extincién es @ = (a)l)”(l) e (a)m)”gf. Las conclusiones son
completamente andlogas al caso de tiempo continuo.

Como ejemplo, consideremos un modelo de un tipo con T = 2. Suponga-
mos que cada individuo tiene entre los tiempos ¢ y 7 + 1 una descendencia que
sigue una distribucién de Poisson de media A(z). Entonces

2(0,x) = A0 (1 _B(0) +B(0)x),
g(1,x) =eAM=D (1 —B(1)+B(1)x).

La probabilidad de extincidn a partir de un individuo a tiempo 0 es la solucién
mads pequefia de @ = g(0,g(1, ®)) en el intervalo [0; 1]. Del mismo modo, la



Capitulo 17 273

probabilidad de extincion a partir de un individuo a tiempo 1 es la solucién
mads pequefia de @ = g(1,g(0,)) en el intervalo [0; 1]. Estas dos probabi-
lidades son estrictamente menores que 1 si y solo si [A(1) +B(1)][A(0) +
B(0)] > 1, lo que equivale a %y > 1, donde %, es el radio espectral de la
matriz

17.5 Conclusion

Algunos trabajos han tratado de mostrar cémo varia el riesgo de epidemia
en los distintos meses del afio. Han utilizado un modelo periddico en el tiem-
po, han calculado una «reproductividad» Z(y) suponiendo los coeficientes
del modelo fijados en sus valores para t = #y y han dibujado % (o) en fun-
cién de fy. El problema de este método es que Z(fy) puede ser menor que
1 para cualquier 7y mientras la enfermedad se hace endémica (véase la sec-
cién [18.2.4). La definicién de reproductividad # utilizada en este capitulo
determina bien si una enfermedad infecciosa puede convertirse en endémica
(seccién y cémo se comporta el tamafio final en los modelos epidémi-
cos (capitulo [13). Ademds, tiene una interpretacién biolégica simple como
tasa asintdtica de crecimiento por generacion (capitulo[7). Pero tiene la apa-
rente desventaja de ser independiente de #;.

Se propone una medida alternativa del riesgo epidémico, la probabilidad
de que el proceso de ramificacién asociado a la linealidad de un modelo epi-
démico no se extinga. Su principal propiedad matemdtica es el fendmeno del
umbral (proposicién [I7.8). La seccién ya sugeria el uso de esta proba-
bilidad para aplicaciones en epidemiologia, pero solo consideraba el caso de
poblaciones de un solo tipo, para las que existe una férmula explicita. La ma-
yoria de los modelos epidémicos incluyen varios compartimentos infectados,
como en el caso de las enfermedades transmitidas por vectores. El riesgo epi-
démico en estos modelos puede analizarse con el mismo método numérico

que en la figura[T7.4]

Las probabilidades de extincion también son de interés para la biologia de
la conservacién, especialmente para la reintroduccién de especies. En el caso
de algunas especies animales, especialmente las aves con un periodo de ni-
dificacién bien definido, podria ser conveniente utilizar modelos estacionales
para evaluar adecuadamente las posibilidades de éxito de una reintroduccion.
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17.6 Apéndice: Sistemas cooperativos periédicos

Para la demostracion del siguiente resultado, véase [80].

Proposicion 17.9. Sea F: R, x [0;1]" — R™ una funcién de clase €, T-
periodica con respecto a la primera variable t, con las siguientes condicio-
nes:

1. Toda solucion del sistema

dx

=F 17.19
dt (#:%) ( )
con x(0) € [0;1]" verifica x(t) € [0; 1] para todo t > 0;

JF;

2. Paratodo i # j, para todo (t,x) € Ry x [0;1]™, E (t,x) >
J

>0,

3. Para todo (t,x) € Ry x [0; 1[™, la matriz jacobiana

J(t,x) = (32 (t’x)>z;j

es irreducible;

4. Paratodo (t,x) € Ry x]0; 1], paratodo a €]0;1], F(¢, 0x) > aF(t,x)
y E(t,0x) # o F(t,x);

5. Paratodot € Ry, F(t,0) = 0;
6. Para todo (t,x) € Ry x]0;1]™, F(¢,x) <J(,0)x y F(z,x) # J(¢,0)x.

dy
Sea Y(t) la solucion de o = J(£,0)Y(2), Y(0) = ., donde ¥ es la matriz
identidad. Se tienen dos posibilidades:

w si p(Y(T)) < 1, entonces toda solucién de la ecuacion con
x(0) € [0;1]™ converge a 0 ;

v si p(Y(T)) > 1, entonces existe una vinica solucion x*(t) de la ecua-
cion que es T-periddica y tiene valores en |0;1)". Ademds, pa-
ra toda solucion x(t) de la ecuacion con x(0) en[0;1]™\ {0},
x(t) —x*(t) converge a 0 cuando t — +oo.
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Probabilidad de extincion en un entorno periédico
lento

Para un proceso lineal supercritico de nacimiento y muerte con
coeficientes periodicos y un solo tipo de individuos infectados,
obtenemos un desarrollo en serie para la probabilidad de no ex-
tincion cuando el periodo es grande o pequeiio. Si la tasa de
contacto es menor que la tasa de curacion durante una parte del
periodo y el periodo tiende a infinito, entonces la probabilidad
de no extincion tiende a un limite discontinuo relacionado con
un «canard» en un sistema lento-rdpido. Lo extendemos al ca-
so de varios tipos de individuos infectados. Determinamos con
precision el punto de discontinuidad en un ejemplo con dos tipos
de individuos que proviene de un modelo de transmision de una
enfermedad transmitida por vectores.

18.1 Un solo tipo de individuos infectados

Consideremos un proceso lineal de nacimiento y muerte (o mds bien de
infeccién y recuperacién) con una tasa de contacto efectiva a(¢) y una tasa
de recuperacion b(t) que son funciones periédicas del mismo periodo T. Si
empezamos con un solo individuo infectado a tiempo f, la probabilidad de no
extincion, es decir, el complementario de la probabilidad de extincién @ (7o),
es

1

717([0) =1- a)(t()) = . ;
14 [ b(t)exp [ J! [b(u) — a(u)) du) dr

. (18.1)
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siendo la integral en el denominador finita o infinita (proposicién [I7.4). De-
notemos por a(s) y B(s) las funciones periddicas de periodo 1 tales que

s=t/T, a(t)=a(s), b)=P().

Consideremos las medias

a:/ol a(s)ds:%/oTa(t)dt, B:/O'lﬁ(s)dp%/:b(z)dt.

Entonces 7(t) es idénticamente 0 si & < B y es una funcién positiva T-
periddica si & >  (proposicién . Situémonos ahora en el caso supercri-
tico en el que B
a> .
Se supone ademds que la estacion en la que se inicia el proceso,
s = l‘()/T7
estd fijada. Sean
M(so) = 7(to), Als) = a(s) =B (s).
Demostramos en la seccién [I8.1.2]el siguiente resultado:
Proposicion 18.1. Si T — 0, entonces
R BT T 1 so+u
M(s0) = (1 _ ?) {1 _pr.T U ﬁ(so+u)/ (x(v)dvdu} —i—o(T)}.
a 2 o |Jo )

Para el estudio del limite cuando T — oo, supongamos que las funciones
a(s) y B(s) son regulares (digamos de clase €’!) y consideremos dos casos:

= o bien A(s) > 0 para todo s € [0; 1] (caso fuertemente supercritico);

= 0 bien A(s) > 0 para todo s € [0;s51[U]s2;1] donde 0 < 51 <sp <1y
A(s) < 0 para s € |s; ;52[ (caso débilmente supercritico).

Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que en el segundo caso

52
/ A(s)ds >0,
0
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como veremos a continuacién. Entonces existe un tnico s* € |0;s;[ tal que
)
/ A(s)ds =0. (18.2)
S*

Demostraremos en la seccién[I18.1.3]el siguiente resultado:

Proposicion 18.2. En el caso fuertemente supercritico para todo sg € [0; 1]
y en el caso débilmente supercritico para todo sy & [s*; 52),

(B f, als)B ()~ @(s0)Blso)
H(“’)‘(l a(so>>{1 Ta(s0) AGo)

+0(1/T) } .
(18.3)
En el caso débilmente supercritico con sy € |s*; 52|,

H(S())NB(i)A/ $2) ( / Au > (18.4)

La probabilidad tiende exponencialmente a 0 cuando T — +-co. En
el limite, hay por tanto una discontinuidad en sy = s*. El hecho de que el
limite sea cero en el intervalo |s*; s7[ y no solo en el intervalo |s; ; s[ estd
relacionado con un fenémeno de «canard» en un sistema lento-rapido, como

se explica en la seccién[18.1.5]

18.1.1 Calculo preliminar

Estudiemos primero el proceso lineal de nacimiento y muerte. Denotemos
por J la integral en el denominador de la férmula (I8.1)

= / " bty exp { / "Ib(s) —a(s)]ds] dr.

fo T

Con la notacién introducida anteriormente, tenemos

= /O " B (10 4+1)/T) exp {— | /to IOHA(S/T)ds} dt
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Dado que #y/T = s consideraremos u =t /T y v = s/T. Entonces, utilizando
la periodicidad de las funciones o(s) y B(s), obtenemos

J—T/+w so+u)exp[ T/Sw )dv}du
:TZ/ B(so+u) exp{ T/sw }

n=0

:TZ/ B (s0+u) exp{ T/‘WH dv}d
_TZexp [nT(B / B(so+u) exp{ /SOJFMA(v)dv] du.

S0

De modo que,

s+u
J= / B(so+u) exp[ T/0 dv] du. (18.5)
1—exp [T ﬁ

18.1.2 Limite T — 0

Considerando el desarrollo en serie exp(x) = 1 +x+x>/2+ 0(x?) cuando
x — 0 en el factor que aparece antes de la integral y simplemente exp(x) =
1+ x+ o(x) en el factor de dentro de la integral, obtenemos

J< iB+T+o( )(ﬁ T[/ﬁso+u /SO+MA(v)dvdu]+o(T)>.

Observemos que un término se integra facilmente:

/OIB(S0+M)/S:O+Mﬁ(V)dvdu—; [(/S:Oﬂﬁ(v)dv)z] | = %

0

Con lo que deducimos que

— TB /01[3(s0+u)/s:0+uoc(v)dvdu+o(T).

Como I(sg) = 1/(1+17J), obtenemos la férmula de la proposicién
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18.1.3 Limite T — +oo

Retomemos la formula (T8.5). La integral es de la forma
1
/ G(u)e TF® gy
0

con N
G(u) = B(so+u), Flu)= / A(v)dv.

S0

Podemos aplicar el método de Laplace puesto que T — +oo. Tenemos

F(u) =A(so+u), F'(u)=AN(so+u).

Caso fuertamente supercritico

Supongamos primero que A(s) > 0 para todo s € [0; 1]. Entonces F' (1) >
0 para todo u € [0; 1], F(u) tiene su minimo en # = 0 y toma el valor F(0) =0.
También, F(u) = ¢ou -+ ¢ u* +o(u?) cuando u — 0 con ¢g = A(so) y ¢ =
A (s0)/2. Ademas, G(u) = Wy + Wi u+o(u) cuando u — 0 con Yo = B(so) y
w1 = B(s0). Segtin un teorema de Erdélyi [54] p. 85],

1
~TF() gy, _ o-TFO) (€0, €1 (1
/0 G(u)e du=e (T +T2+0<T2>) (18.6)

co=Wo/d0, c1= (oW1 —201%)/9;.

Por lo tanto, como exp|[T( — @)] es exponencialmente pequefio, la férmula

(18.5) da

con

_ B(so) | a(s0)B'(s0) = &'(s0)B(s0)
A(so) T[A(s0)]?

+o(1/T).
A partir de la relacién I(sg) = 1/(1 +7), deducimos la férmula (18.3).

Caso débilmente supercritico

Supongamos ahora que existen s; y sz talesque 0 <s; <s2 <1y

A(s) < 0 para todo s € |s; ;52],
A(s) > 0 para todo s € 0351 [U]s2; 1[.
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Como X
/ A(s)ds=a—B >0,
0
tenemos |
5y
/ A(s)ds >0 obien / Als)ds > 0. (18.7)
0 2
Supongamos que la primera desigualdad es cierta. En el caso que la cierta

fuese la segunda simplemente implicaria una traslacién en el tiempo.
Entonces existe un tnico s* € [0;s;] tal que

X
/ Alu)du=0.

En efecto, sea h(s) la funcién definida en el intervalo [0;s;] por

h(s) = / Al du.

Entonces /' (s) = —A(s) < 0 para s € [0;5;[. Ademds, h(0) > 0 porque esta-
mos suponiendo la primera desigualdad de y h(s1) < 0. Por lo tanto,
existe un tnico s* € ]0;s1[ tal que A(s*) = 0.

Consideremos primero el caso en que 0 < sp < s1. La funcién F(u) es
creciente parau € [0;s1 — s¢], decreciente para u € [s; —so ;52 — 0] y de nuevo
creciente para u € [sp —so; 1]. La funcién F(u) tiene por lo tanto un minimo
local en s, — s9. Recordemos que F(0) = 0.

Si 59 € ]0;5*[, entonces F(s2 —sp) > 0. Por lo tanto u = 0 sigue siendo el
minimo global de la funcién F(«) en el intervalo [0; 1]. El desarrollo asint6tico
(18.6) sigue siendo valido y la férmula (I8.3]) también.

Si por el contrario sg € ]s* ;s [, entonces F(sy — s9) < 0. El minimo global
de la funcién F(u) en el intervalo [0; 1] se encuentra en u = 53 — o,

F/(Sz — S()) = O, F//(Sz — So) = A/(Sz)

/1 G(u)e T gy ~ Blso)vm_ o~ TF(s2—50)
0 2TA/(S2)

cuando T — 4o, segiin el método de Laplace [55]. De modo que,

I~ % exp (—T /: A(u)du)

y I(sg) = 1/(1+17J) ~ 1/J cuando T — oo, obteniéndose la férmula (18.4).
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Consideremos ahora el caso en que s; < s < s2. La funcién F(u) es decre-
ciente en el intervalo [0;s, — so] y luego creciente en el intervalo [sy — so;1].
Su minimo en el intervalo [0; 1] se alcanza por lo tanto en u = s, — 59, COMO
en el caso anterior. La formula sigue siendo vélida.

Consideremos finalmente el caso en que s, < so < 1. La funcién F(u) es
creciente en el intervalo [0; 1 + 51 — sp], decreciente en el intervalo [1 +s; —
505 1452 —s0] y luego creciente en el intervalo [1 + s, — s¢; 1]. Por lo tanto,
tiene un minimo localen 1 +s, —sg y

1+so
F(l—l—sz—so)}/ A(s)ds >0
1

utilizando la primera desigualdad de (18.7). Su minimo global en el intervalo
[0;1] se alcanza asi en u = 0 y por tanto la férmula (18.3) es valida.

18.1.4 Ejemplo
Tomemos
B(s)=B >0, a(s)=all +kcos(27ms)]
con & > B y 0 < k < 1. El caso fuertemente supercritico corresponde a
0(1—k) > B. Si por el contrario &(1 —k) < B, entonces s; < s2 son las

dos soluciones en el intervalo [0; 1] de la ecuacién
cos(2ms) = —(1— B /@) /k,
es decir
arccos(—(1— /&) /k)
2

El umbral s* es la solucién en el intervalo [0;s[ de la ecuacién

s = 6]0;1/2[, sp=1-—s7.

sen(27msy) — sen(27s™)

=0.
27

(6 —B)(s2—s") +ak

La formula de la proposicion[I8.1|nos da
B BkT
I(so) = (1 — g) <1 — ﬁz—n sen(27so) +0(T))

cuando T — 0. Si @&(1 —k) > B osi (1 —k) < By so & [s*;s2], entonces de
la férmula (T8.3) se obtiene

H(so)(l B ><1 2716 k sen(27so)

(s0) ~ Ta(so)[o(s0) — B2 +0(1/T)>




282

cuando T — +oo. Si &(1 —k) < By 5o € ]s*;52[, la férmula (18.4) nos da

2,/ —aksen(2msy)
BvVT

cuando T — +oo, donde A = & — 3.

Consideremos el caso particular en el que f = 1, @ =3 y k = 0,5. Enton-
ces a(l —k) > B.La ﬁgura muestra los resultados para dos valores del
periodo: T =0,5 y T = 50. La probabilidad de no extincién I1(sg), dada por
la féormula @]) se estima mediante integracion numérica con el software
Scilab. Podemos ver que con la férmula aproximada de la proposicién [T8.1]
y con la férmula aproximada (T8.3)) se obtienen mejores aproximaciones de
I(s0) que los términos de orden 0. Sin embargo, notemos que para T — oo,
la aproximaci6n (18.3)) se desvia un poco de I1(sp) en un entorno del minimo.

sen(2msg) — sen(27sy)
2

I(sg) ~ exp |TA(so — s2) + @kT

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 18.1: Dos ejemplos. Para T = 0,5, la probabilidad de no extincién I1(sy) dada
por la férmula (T8.T) [linea solida], la formula aproximada de la proposicion [T8.1]
[linea punteada con lineas cortas] y el término de orden 0, 1 — 3/ & [linea punteada con
lineas largas]. Para T = 50, la probabilidad de no extincién I1(sg) dada por la férmula
(T81) [linea sélida], la férmula aproximada (T8.3) [linea punteada con guiones cortos]
y el término de orden 0, 1 — B(so)/a(so) [linea punteada con guiones largos].

Tomemos ahoraB =1,&=3,k=0,75y T=100. Entonces &(1 —k) < B
s* ~ 0,347, 51 = 0,424 y s = 0,576. Las distintas férmulas aproximadas se
representan en la figura[I8.2] La probabilidad de no extincion converge a un
limite discontinuo, dado por las curvas discontinuas con lineas largas para
s < §*ys>s2,yquees0en el intervalo |s*;sz]. Observamos que hay un
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pequeiio problema con la conexién de las aproximaciones en sy = s;, por ello
analizaremos con mds detalle lo que sucede en ese punto.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 18.2: Como en el caso T = 50 de la figura pero con T =100y k = 0,75.
La férmula aproximada (18.4) para s* < s < s, estd punteada con lineas cortas.

Como en el caso en el que 52 < sp < 1, vemos en el caso especial en el
que sp = s que la funcién F(u) tiene su minimo global en [0; 1] en u = 0.
Pero esta vez, F'(0) = A(sz) = 0. Segtin el método de Laplace [33]],

-~ : u)eTE@) uNﬁ(SZ)\/ﬁ
] T/O Glupe ™0 du S

de modo que I(sy) = 1/(1417J) ~ 1/J cuando T — +oo. La férmula (18.4)
sigue siendo valida cuando so = s,. El decrecimiento exponencial hacia 0
cuando sg € |s*;s>[ se sustituye por un decrecimiento en 1/+/T en el punto
S$2.

18.1.5 Relacion con los «canards»

Veamos como se obtiene la férmula (18.1]) para la probabilidad de no
extincion 7(fy) a tiempo fy. Si #; > o, la probabilidad de que el proceso que
parte de un individuo infectado a tiempo #y se extinga a tiempo #; es igual a
z(t1 —to) conz(0) =0y

dz

e [b(t1 —t) —a(t; —1)z(6)](1 —z(¢)) (18.8)
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en el intervalo 7 € [0;#; —1o]. (proposicién médulo un cambio de varia-
ble). Debido a que esta ecuacién de Riccati se puede resolver explicitamente,
obtenemos la férmula (I8.1)) para la probabilidad de no extincién

7(tg) =1 _tll—lg»lwz(tl —1p).

Tomemos, por ejemplo, 11 = 7o +nT con n entero positivo. La ecuacion (T8.8)
se escribe entonces

% _ {ﬁ ("”L”TT‘I> P (’””TT_I> z(t)] (1—2(t)).

Sean s =1/Ty z(t) = x(s). Tenemos

dx

75 = TB(so+n—s) —also+n—s)x(s)] (1 -x(s))

en el intervalo s € [0;n]. Esto puede escribirse como un sistema auténomo
lento-rdpido:

= T[BGso+n—) — also+n—)x(9)] (1 -x(5),
Dy
ds

para s € [0;n], con x(0) = 0 e y(0) = 0. Finalmente,

H(S()) = 71'(1‘()) =1 —ngIwa(n).
Ahora bien, cuando T — o0, vemos en este sistema lento-rapido que x(n) —
1 o x(n) — B(so)/a(so). El hecho de que x(n) permanezca en la rama a
priori inestable 1 para s* < sy < s es, por tanto, el mismo fenémeno que se
denomina «canard» en el estudio de los sistemas lentos-rapidos. Recordemos
la definicién [44, p. 182]:

«En un campo de R? lento-répido, pueden existir trayectorias
que permanezcan infinitamente cerca de la curva lenta durante
un tiempo significativo (no infinitamente pequefio) a lo largo de
un arco atractor, seguido de un tiempo significativo a lo largo de
un arco repulsor. Esta trayectoria se llama [...] un canard.»

La relacién (I8.2) que une s* a s, es la correspondiente «relacién entrada-
salida» [[15]].
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18.2 Varios tipos de individuos infectados

La estimacién de la probabilidad de extincion de una poblacién es una
cuestiéon importante en biologia de la conservacion y en epidemiologia. En
este ultimo caso, poblacion significa poblacién infectada. Un modelo ma-
temdtico cldsico para estudiar este tipo de problemas es el de los procesos
lineales de nacimiento y muerte con uno o varios tipos de individuos [36} 48]].
Sin embargo, en muchas situaciones hay que tener en cuenta la estacionali-
dad del entorno, lo que lleva a estudiar estos procesos cuando los coeficientes
son funciones peri6dicas en el tiempo (capitulo [I7). Algunas poblaciones o
epidemias tienen coeficientes cuya escala temporal es relativamente corta en
comparacién con la estacionalidad anual; por tanto, hay que considerar el
limite cuando el periodo de los coeficientes es muy grande. Cuando los para-
metros son subcriticos durante una parte del periodo (por ejemplo, durante la
estacion desfavorable), la probabilidad de extincién en funcién de la estacién
en la que se inicia el proceso converge a un limite discontinuo. El punto de
discontinuidad se encuentra antes del inicio de la estacion desfavorable.

En el apartado anterior, solo se ha estudiado el caso de un tnico tipo de
individuos. Se observé que la discontinuidad en la probabilidad de extincién
estaba relacionada con la presencia en un sistema dindmico lento-rdpido de
un «canard», es decir, una trayectoria que recorre un arco atractor durante
cierto tiempo antes de recorrer un arco repulsor. A continuacién, proponemos
estudiar un ejemplo con dos tipos de individuos inspirado en un modelo de
transmisién vectorial de una enfermedad. Determinaremos el punto de dis-
continuidad de la probabilidad de extincion.

En la seccion[I8.2.] se presenta el modelo para la poblacién, es decir, el
de procesos lineales de nacimiento y muerte con coeficientes periédicos con
varios tipos de individuos. Se explica que la probabilidad de extincién estd
relacionada con un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. Cuando el
periodo tiende a infinito, un cambio de variable transforma este sistema en un
sistema lento-rdpido con un periodo fijo.

En la seccion[I8.2.2] se presenta un ejemplo con dos tipos de individuos.
Las simulaciones numéricas sugieren que la probabilidad de extincién tiende
hacia un limite discontinuo y que el punto de discontinuidad viene determina-
do por una condicién en la que interviene la integral del autovalor dominante
de una determinada matriz. Remitimos al lector a [12] para la demostracién
con herramientas de andlisis no estdndar de que efectivamente es esta con-
dicién la que determina el punto de discontinuidad. En la seccion [I8.2.3]
presentamos otro ejemplo con cuatro tipos de individuos. Una simulacién nu-
mérica sugiere que una condicién del mismo tipo sigue determinando el punto
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de discontinuidad. No existe todavia ninguna demostracién en el caso general
cuando el nimero de tipos de individuos es estrictamente superior a dos.

18.2.1 Modelo

Consideremos un proceso lineal de nacimiento y muerte con m tipos (m >
1) en un entorno peridédico. Sea T > 0 el periodo del entorno. Consideremos
tres funciones matriciales A(¢), B(¢) y C(¢) de orden m y periodo T que cum-
plen las siguientes hipétesis:

= paratodo iy todo j, A; j(r) > O representa la tasa a la que los individuos
de tipo j generan nuevos individuos de tipo i ;

= la matriz B(r) es diagonal y B; ;(¢) > 0 es la tasa a la que los individuos
de tipo j dejan de infectarse;

» paratodo i # j, C; j(t) <0y —C; () es la tasa a la que los individuos
de tipo j se transforman en individuos de tipo i ;

= para todo j,
Cjj(1) = =Y. Cij(0);
i#]
» siD(z) =B(t) + C(¢) y si Z(z) es la solucién del sistema

dZ
— =-—-D(#)Z(¢

~ — ()01

con condicidn inicial Z(0) = .#, donde .# es la matriz identidad, en-
tonces p(Z(T)) < 1;

= la matriz M(7) = A(¢) — D(¢) es irreducible para todo ¢.

Mas concretamente (véase el capitulo , si p(t,n1,...,ny) es la proba-
bilidad de tener n; individuos de tipo i para todo 1 < i < m en el instante ¢
(n; son enteros) y si g(z,x,...,x;) es la funcién generadora correspondiente,
entonces 5 5

8 g
o +Z [Aij(t)x; —Di ;)] [1 *xi]g =0.
ij J

Supongamos que en el instante inicial 79 hay n? > 0 individuos infectados

de tipo i (n? son enteros) para todo 1 < i < m con

n?}l.

on

i=1
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Podemos suponer 0 < #p < T. Vimos en el capitulo que la probabili-
dad o(fo,71) de que la poblacién infectada se extinga a tiempo #; > 19, es
decir, que no quede ningtin individuo de los distintos tipos, viene dada por

(to,11) = [z1 (01 —10)]" - [em(tr — 10)]"™,

donde z(r) = (z;(¢))1<i<k €s la solucién del sistema diferencial

dz;
dj’(f) =Y [Dji(t1 —1) = Aji(tn =)z (0)][1 —z;(1)]
J
en el intervalo 0 < ¢ < #; — fp con condicién inicial z;(0) = 0 para todo i
(proposicion modulo un cambio de variable).
La esperanza I(t) = (I;(¢),...,L,(¢)) del nimero de individuos de los di-

ferentes tipos a tiempo ¢ verifica

dl
— =M()I(z
=M
y Ii(to) = n? para todo k (proposicién [17.6). Observemos que ®(¢) es la so-
lucién del sistema .

— = M(t)P(¢

= =M ()
con condicién inicial ®(0) = .#. Cuando p(®(T)) < 1, la probabilidad de
extincién @(f,t;) tiende a 1 cuando ¢; — +oo. Cuando p(P(T)) > 1, esta
probabilidad tiende, por el contrario, hacia un limite estrictamente inferior a
1, pero que depende de 7y de forma periddica (proposicién[I7.8).

Consideremos las funciones matriciales A(s), B(s) y C(s) periddicas de

periodo 1 tales que

~

s=1t/T, A(t)=A(s), B(t)=B(s), C(r)=C(s).

Supongamos de nuevo que so = #y/T estd fijado. Del mismo modo, suponga-
mos que t; =ty +nT, donde n > 1 es un nimero entero fijado. El objetivo es
estudiar, para 1 <i < m, el limite
Qi(so) = lim z;(t; —tp) = lim z;(nT
z( 0) T e 1(1 0) T o0 l( )
en funcién de sg, con 0 < sop < 1. El ndmero Q;(sp) es también el limite
cuando T — 4o de (19, ), la probabilidad de extincién después de n pe-

riodos cuando se parte de un solo individuo infectado de tipo i en la estacién
so = to/T. Nétese que aqui nos centramos en la probabilidad de extincién y



288

no, como en la seccién [I8.1] en su complementario, la probabilidad de no
extincion. Sean

~ ~

e=1/T, D(s)=B(s)+C(s), M(s)=A(s)—D(s), x(s)=2z().
Entonces

€ dxi
ds

~

(s) = Z[l —xj(s)] [ﬁjﬁ,’(so +n—s)—Aji(so+n —s)x,'(s)} (18.9)
J

en el intervalo 0 < s < n con x;(0) = 0 para todo i. Ademds, z(nT) = x(n).
Recordemos también que 0 < x;(s) < 1 para todo i y todo 0 < s < n (véase el
capitulo|17).

Cuando T — oo, es decir, cuando € — 0, el sistema @ puede escri-
birse como un sistema auténomo lento-rdpido con m variables rapidas x;(s)
(1 < i< m)y una variable lenta x,, | (s) = s tal que dxy41/ds = 1.

La matriz jacobiana de la parte derecha del sistema (18.9), para la solucién
estacionaria trivial x; = 1 para todo i, es '"M(so +n — s), donde 'M(-) denota
la matriz transpuesta de la matriz M(-).

La matriz 1\7[( ) es irreducible y sus coeficientes fuera de la diagonal son
todos positivos o cero. Por lo tanto existe una constante ¢ tal que las matrices
M(s) +c.# y 'M(s) + c.# son positivas. Por el teorema de Perron-Frobenius,
el radio espectral de estas matrices es un autovalor real comtin que denotare-
mos por A(s) + c. Es estrictamente mayor que el médulo de todos los demds
autovalores y, por tanto, también de su parte real. Las matrices M(s) y ‘M(s)
tienen por tanto también un autovalor real comuin A(s), estrictamente mayor
que la parte real de todos sus otros autovalores.

18.2.2 Ejemplo

Sean

=5 ). Bo=(5 §) cw-o

con a(s) >0, >0,y>0y 6 > 0; la funcién a(s) es periédica de perio-
do 1 y continua. Este modelo estocdstico se inspira en el modelo determinista
linealizado para una enfermedad vectorial de la seccion[9.4.1]:

g:< —YB O‘(j/ST) >I:l\7[(t/T)I. (18.10)
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Los vectores infectados son el tipo 1; las personas infectadas son el tipo 2. El
pardmetro «(s) representa la tasa a la que las personas infectadas transmiten
su infeccion a los vectores cuando les pican; esta tasa es periddica porque la
poblacién de vectores susceptibles es periddica. El pardmetro 3 representa la
velocidad a la que mueren los vectores. El pardmetro 7y representa la velocidad
a la que pican los vectores. El pardmetro 8 representa la tasa de recuperacion
de los infectados. El sistema (I8.9) se escribe entonces

ax

€55 W =Bll—x()]=yu()ll —xl)), (18.11)
s%(S) =81 —x2(s)] — at(so+n—s) [1 —x1(s)] x2(s). (18.12)

Obsérvese que los segundos miembros se anulan en dos casos: o bien x; (s) =
lyxa(s)=1,0

I+ sy 1+5
x1(8) =xi(s) = —————= x(s) =x5(s) = —————. (18.13
(9= = Ty ) =0 = gy (1819

Los dos autovalores de la matriz M(s) son reales:

_ —(B+8)+ V(B +8)*+4[a(s)y—BI]
Ai(s) = 5

El autovalor dominante es A(s) = A (s). Nétese que A_(s) < 0 para todo s.
Supongamos que existe una estacion desfavorable para la transmision de
la epidemia, es decir, existen s; y 52 con 0 < s < sp < 1 tales que

aésgi’d esdecir A(s) <0 si s€]si;5], (18.14)
a/;s;y>1 esdecir A(s) >0 si s€]0;s1[U)sa; 1] (18.15)

Supongamos ademds que
1
/ Als)ds > 0. (18.16)
0

Como ejemplo, tomemos ¢(s) = & (1 + kcos(2ms)) con & >0, |k| <1y

o(l—k)y
Bo

a(l+k)y

<1<l376.



290

Esta dltima condicién garantiza la existencia de una estacién desfavorable.
Mis concretamente, elijamos @ =3, k=0,75, 3 =2, y=1y § = 1. Estos
valores no son muy realistas, pero ponen de manifiesto el fendmeno. Tenemos
entonces 51 ~ 0,323 y 5o = 0,677. Podemos comprobar numéricamente que la
condicién se verifica. Tomemos ademés T = 1000, n = 3 y 5o = 0,25.

La figura[I8.3|representa la soluci6n del sistema (I8.1T)-(T8.12)) con con-
dicién inicial x1(0) = x2(0) = 0. Desde el punto de vista numérico, utiliza-
mos el software Scilab y resolvemos el sistema verificado por log(1 —x;(s))
y log(1 —xz(s)) antes de recuperar las variables iniciales. También dibujamos
las curvas lentas (I8.13). Notemos que:

= cerca de s = 0, las curvas son casi verticales (no visibles en la figura);
= las soluciones x; (s) y x2(s) tienden a hacerse periddicas;

= x;(s) y x2(s) son muy cercanos a 1 no solo para valores de s tales que
A(so+n—s) <0, en particular para s € |so+ 1 — 2350+ 1 —s1][, siné
también para s € Jso+ 1 — 51350+ 1 —s*[ con s — 1 < s* < s1, donde
A(so+n—s) > 0 (hay un «canard»).

1.8 1
”n Il
i [ M ]
1.6 LS \ \
o 1
1.4 1 0o I
[Tt [
T i)
r’r 1|‘| Pl
Ll \‘ ./ ‘l
NI

¥
i - \“
. [
1 \-}1‘"’ W W
0.84 [ [ .
. ) X )
v A
i \
0.6 . '
L2

0.4

1.2

0.2

Figura 18.3: En funcidn de s, las curvas x (s) y x2(s) [lineas sélidas], las curvas lentas
x7(s) y x5(s) [lineas discontinuas], y un trozo de la funcién s — 1+ [0 .1 A(so +
n—u)du [linea mixta].

La figura [T8.4| muestra cémo las probabilidades de extincién después de
n periodos, x| (n) y x2(n), varfan en funcién de so. También se han dibujado
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las curvas deducidas de las férmulas (T8:13)

1+ 25 1+8
)=y s =g
B 5

La figura sugiere que xj(n) y xz(n) tienden, cuando T — +oo, a limites
que toman el valor 1 en el intervalo so € |s*;s;[; ademds, los limites son
discontinuos en el punto sy = s*. El problema es entonces determinar s*.

0.8 1

0.6 1

0.4 : 50 .

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 18.4: En funcidn de s, las probabilidades de extincién después de n periodos
x1(n) y x2(n) [lineas sélidas], las férmulas para x7(n) y x3(n) [discontinuas], y un
trozo de la funcion so — 1+ [32 A(s) ds [linea mixta].

Se puede demostrar con herramientas de analisis no estandar (véase [12]
para mds detalles) que las soluciones x (s) y x2(s) de la figura|18.3] que son
muy cercanas a 1 para

def
péso—i—l—sz <s<sg+1-—s1,

se desvian bruscamente del entorno de 1 para
def
s=qg=so+1—s5" >s0+1—s5

tal que
q
/ A(so+n—s)ds=0.
p
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En otras palabras, estas soluciones se alejan de 1 en s =g =59+ 1 —s* tal
que

| /2 Als)ds = 0.

Esta ecuacion es la que determina s* de forma tnica. En efecto, si planteamos

h(s) = / " Adw) du,

tenemos ¢ (s1) < 0 por la condicién (18.14), 7' (s) = —A(s) < O para s € |s —
1;s1[ por la condicién (18.13)) y

h(sz—l):'/Y:ZIA(s)dSZ/OlA(s)ds>O

debido a la condicién (18.16). Por tanto, existe un tnico s* € Js; — 1] tal
que /(s*) = 0. En el ejemplo, encontramos numéricamente s* ~ 0,079.

Observacion 18.1. La condicién no tiene relacién con un posible ca-
rdcter supercritico del sistema (I8.10) [multiplicador de Floquet dominante
superior a 1]. En efecto, si tomamos por ejemplo ¢ = 0,7 en lugar de ¢ = 1,
encontramos numéricamente que el multiplicador de Floquet dominante es
p(®(T)) ~ 1,025 > 1 mientras que [y A(s)ds =~ —0,016 < 0.

18.2.3 Generalizacion

Este estudio se extiende a problemas con mds de dos ecuaciones rapidas
y una ecuacién lenta. Consideremos, por ejemplo, el sistema linealizado con
cuatro ecuaciones rpidas de §9.4.7]

—(y+u) 0 0 y(/T)

dl Y —-u 0 0 e
== 0 55 0 I=M(t/T)]1,
0 0 o —a

donde o >0, >0,Y>0,6 >0, >0y y(:) >0 es una funcién periédica
de periodo 1. Se trata también de un modelo para la transmisién de una enfer-
medad transmitida por vectores; las dos primeras componentes representan
los vectores infectados en la fase latente y en la fase infecciosa, mientras que
las dos tltimas componentes representan los individuos infectados en la fase
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latente y en la fase infecciosa. El sistema (18.9) con € = 1/T toma la forma
dx 1

e D) = (1 ()]~ 71 —x0a(s),
e Z2(5) = ull —x2(5)] B —x5(5)
e % (5) = 81— x3(s)] — 81 —x4(s)],

ds
dxy

E _—

ds

La conjetura es que, en este contexto, la funcién entrada-salida también viene
dada por la férmula

(5) = [l —xa(s)] = W(so+n—s)[1 —xi(s)]xa(s).

/ﬂMgmza (18.17)

ok

donde A(s) es el autovalor real dominante de la matriz M(s), como hemos po-
dido comprobar en un ejemplo numérico (fig.[I8.5)). Los valores de los para-
metrossona=1,f=1,y=1,0=1,u=1, y(s) =3 x (1+0,75cos(2xs)),
n =3y T=2000. La ecuacién caracteristica de los autovalores A de la ma-
triz M(s) es

A+y+)A+u)A+6)(A+a)=Lyoy(s).

Deducimos que A(s) < 0 siy solo si

Brvis) _,
op(y+u)
que se produce numéricamente para s; < s < sz con sy ~ 0,323 y 5o = 0,677,
como en el ejemplo numérico de la seccién[I8.2.2](simple coincidencia). Con
la férmula encontramos por otro lado s* = 0,047, que parece corres-
ponder al salto abrupto de la probabilidad de extincién en la figura|l 8.

3

18.2.4 Conclusion

Es importante recordar que en los resultados sobre el comportamiento del
sistema intervienen integrales de un autovalor sobre intervalos. En particular,
el valor de este autovalor en un instante dado no informa directamente sobre
el comportamiento del sistema. Se sabe, de la teoria de Floquet, que un sis-
tema periddico puede tener solo autovalores negativos en todo instante y, sin
embargo, ser inestable. Este es el caso, por ejemplo, del sistema periddico de
periodo 1

dl

— =M(1)I
dt ()7
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Figura 18.5: En funcién de sy, las probabilidades de extincion tras n periodos xj (n),
x3(n) asi como x3(n) y x4(n) que son indistinguibles [lineas s6lidas], las curvas lentas
[discontinuas] y un trozo de la funcién sg — 1+ jfoz A(s)ds [linea mixta].

con

M(t):M1:<_3] 1_/22), n<t<n+1/2,n=0,1,2...,

M(t):M2:<1_/12 _32>, n+1/2<t<n+1,n=0,1,2...

Los autovalores %ﬁ de estas matrices son ambos estrictamente negativos.
No obstante, podemos comprobar numéricamente que el radio espectral de la
matriz de monodromia ®(1) verifica

p(@(1) =p (eMz/zeMl/z) ~ 126> 1,

lo que significa que la solucién nula es inestable.

Desde el brote de coronavirus de 2020, se informa regularmente de una
«reproductividad» diaria o semanal, que no es mas que una representacion
ligeramente diferente del autovalor instantdneo.
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Modelo estocastico S-I-S en un entorno periodico

En el modelo estocdstico S-1-S con una tasa de contacto efecti-
va a, una tasa de curacion b < a'y un tamaiio de poblacion N, la
esperanza T del tiempo que tarda en extinguirse una epidemia es
tal que (logt)/N converge a ¢ = b/a—1—1log(b/a) cuando N
tiende a infinito. Si la tasa de contacto efectiva a(t) es una fun-
cion periddica cuya media es mayor que b, entonces (logt) /N
converge a un nuevo limite que estd relacionado con una ecua-
cion de Hamilton-Jacobi periodica en el tiempo. Cuando la fun-
cion a(t) es sinusoidal con amplitud pequefia, con frecuencia
grande o con frecuencia muy pequerfia, se pueden obtener formu-
las aproximadas para este limite de manera analitica. llustramos
estos resultados con simulaciones numéricas.

19.1 Modelo

En la seccién 5.2 estudiamos el modelo estocastico S-I-S con coeficien-
tes constantes. Con el método BKW, vimos cémo aparecia la relacién con
un sistema hamiltoniano y cémo el limite cuando N — +oo del tiempo me-
dio de extincidn estaba vinculado a una 6rbita heteroclinica de este sistema.
Un entorno periddico en el tiempo influye en esta 6rbita heteroclinica. En
este capitulo, calcularemos en particular la correccién del tiempo medio de
extincién debido a una perturbacién periddica de pequefia amplitud, de baja
frecuencia o de alta frecuencia.

Consideremos el modelo epidémico S-I-S suponiendo que la tasa de con-
tacto efectiva a(r) es una funcién T-periédica cuya media es estrictamente
mayor que b (fig.[I9.1). Este modelo puede representar, por ejemplo, la propa-
gacién de una infeccion bacteriana que no confiere inmunidad en una escuela
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con una periodicidad semanal, debido a los fines de semana, o una periodici-
dad anual, debido a las vacaciones y la estacionalidad. Por supuesto, esto es
solo un primer paso hacia modelos mds realistas.

Figura 19.1: Una simulacién del modelo estocdstico cuando la tasa de contacto es
periddica y la solucién del modelo determinista asociado (19.4).

En la seccion[19.2] los cdlculos informales sugieren que el tiempo medio
de extincidén 7, partiendo de una persona infectada a tiempo 0, es tal que

logt
&, C= min S*(t,0") — min_min S*(¢,x). (19.1)
N No+o 0<t<T 0<r<T 0<x<1

La funcién S*(¢,x) es una solucién T-periddica de la ecuacién de Hamilton-

Jacobi 35 35
—+H|t,x,=— | =0 19.2
() (192)
para 0 < x < 1 con la condicién de frontera mixta
aS
S(,0)=0, ——(¢,1)=+co.
(7 ) ’ ax(ﬂ ) +

El hamiltoniano es

H(t,x,p) =a(t)x(1—x) (e’ — 1)+ bx(e™? —1)
=x(1—eP)a(t) (1l —x)e” —b]. (19.3)
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Cuando
a(t) = ap[l + € cos(Qr)]

con Q=271/T,ap > by |e| <1, definimos
co=>b/ay—1—1log(b/ay).

En la seccién[19.2]se demuestra que

TQ|e|

ag sinh (a§7b>

cuando € es cercano a 0,
C ~ o [e](1— b/ao)
cuando Q < ap y

(a() - b)2 &2

C"&“Co— 1292

(142b/ap)

en el limite de altas frecuencias cuando Q > ag. Podemos conjeturar que C
es siempre inferior a cq : las variaciones estacionales tenderian a favorecer
la extincion de las enfermedades infecciosas. Mas concretamente, un entorno
periddico conduce a un decrecimiento exponencial del tiempo medio de ex-
tincién. La seccién[19.3]ilustra estos resultados con simulaciones numéricas.
La seccion[19.4] afiade algunas observaciones.

19.2 Calculos analiticos

19.2.1 Ecuacion en derivadas parciales de Hamilton-Jacobi

Ecuacion maestra y teoria de Floquet. Supongamos que «(¢) es una fun-
cién continua T-periddica positiva con

1T
T Jo a(t)dt
Ry =10 Jo at) >1.
b
Esta es una condicién necesaria y suficiente para que la solucién de la ecua-

cién de campo medio

ar

5 =a)1(1=1/N) - bl (19.4)
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converja a una funcién periédica y positiva (fig. [I9.1)). En caso contrario, la
solucién converge a cero.
Sea P, (¢) la probabilidad de que I(z) = n. La ecuacién maestra,

e,
dr

a(t)(n=1)[1=(n—1)/N]P,—;
—[a(t)n(1—n/N)+bn|P,+b(n+1)P,4, (19.5)

es valida para todo 0 < n < N si consideramos P_; =0y Pyy; = 0. Ademas,

El sistema (19.5) también se escribe

dP
— =M()P
dt ()7

donde P(#) es el vector (P, (¢))o<nen Y M(2) es la matriz cuadrada de orden
N+1

0| b 0 0 0
0] —b—a(t)(1-%) 2b 0 0
M) =| O] a)(1-g) —2b—2a(t)(1-%) 3b 0
0 0 0 0 —bN

Esta matriz tiene una estructura en bloques

M) = < T >

donde Q(#) es una matriz cuadrada de orden N. Sean X(¢) y Y(¢) las matrices
solucién de los sistemas

dX dY

R _MOX, X(0)= St —=QU)Y, Y(0)=sy,

dt dt
donde .y es la matriz identidad de orden N. Los multiplicadores de Floquet
de M(), es decir, los autovalores de la matriz X(T), forman un conjunto com-
puesto por la unién de {uo = 1} y el conjunto de multiplicadores de Floquet
de la matriz Q(¢). La matriz Q(z) es cooperativa: los coeficientes fuera de la
diagonal son positivos o cero. Esta matriz también es irreducible, ya que los
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elementos situados justo por encima y por debajo de la diagonal son todos po-
sitivos. Aplicando la proposicién todos los elementos de la matriz Y ()
son positivos para todo ¢ > 0. Por el teorema de Perron-Frobenius, el radio es-
pectral y; de la matriz Y(T) es un autovalor positivo y el autoespacio asocia-
do es de dimensién 1. Ademds, tenemos (1, 1,...,1)Q(z) =(—b, 0, 0, ...,0).
Asique paratodoiy jentre 1 yNytodot >0,

dN Nin N
“VYY )= — Q Y
T V0= 1 =T 0l Vst

i=1 i=1 i=1

E[Zow

Yk,j ) —bYl"j(I) < 0.

Por tanto, la funcién cuya derivada se ha calculado es estrictamente decre-
ciente. Se tiene

1= p(Y(D) < Y (1) = mix 1 ¥ (T)] = mis E Vi (T)

<maxZY,',j )=1.
I

Por tanto, 4; = (logu;)/T < 0. El vector (1,0,0,...,0) es un estado estacio-
nario hacia el cual P(¢) converge cuando 1 — +-co. El objetivo es estimar la
proximidad entre A; y 0 cuando N — oo,

Sea v un autovector de la matriz X(T) asociado al autovalor (; = e
Podemos elegir v de manera que v, > 0 para todo 1 < n < N. Tenemos as{
X(T)v =etTy. Sea m(r) = e "X (t)v. Entonces

MT

drn

E(t) =—An(t)+M()x(z).

Ademis, (T) = e TX(T)v = v = 7(0), de manera que la funcién 7(r) es
T-periddica. Sea 7(t) = (m,(¢))o<n<N. Entonces

M+ S = a(t) (n—1)(1 = (n— 1) /N) Ty

—la(t)n(1 =n/N)+bn|m, +b(n+1)myy 1 . (19.6)

dt

Sumando estas ecuaciones, obtenemos

llznn + Znn = a



300

de manera que
N N
Y m()=eM"Y m,(0).
n=0 n=0

El primer miembro es una funcién T-periddica. Esto solo es posible si el
segundo miembro es idéntico a cero obteniéndose asi

N N
Y m()=0 y m)=-) m):
n=0 n=1
La ecuacién (19.6) con n = 0 también muestra que

d
Mmo(r) + 2 — b (1),

dt
Integrando sobre un periodo y utilizando la periodicidad de m(¢), obtenemos
T T
m (t)dt m (t)dt
A :beT War__, Nfo ;() : (19.7)
Jo mo(z)dt n=1 Jo 7a(t) dt

Soluciéon BKW y ecuacién de Hamilton-Jacobi. Para N grande, buscamos
una solucién BKW de la forma

T, (t) ~ efNS(t,x)

para | <n <N, donde x =n/Ny S(z,x) es una funcién continua de ¢ y x para
0 < x < 1, que es T-periddica con respecto a t. Entonces

dm, S _NS(t.0)
~—-N— ’
dt 31‘ (t7x)e i

Tt (1) 0 NS exp (—NS(m) - ‘;ia,x)) ,

Tu—1(t) = exp (—NS(t,x) + i(l,x)) .

Sean a(t,x) = a(t)x(1 —x) y B(x) = bx. La ecuacién (19.6) se escribe

dam,

A7, + dt":Na(t,x—l/N)n,,_l—N[a(t,x)+l3(x)]7rn+Nﬁ(x+1/N)7t,,+1.

Tomando solo los términos dominantes, podemos utilizar o (¢,x — 1 /N) =
o(t,x)y B(x+1/N) ~ B(x) para obtener

n

dam,
M,
170 + ar

~Na(t,x)[T—1 — 7] + NB (x) [Fpp1 — 7] -
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Como se espera que el autovalor A; sea exponencialmente pequefio, podemos
despreciarlo en el primer miembro. Sustituyendo la forma BKW y dividiendo
por Ne NSt obtenemos la ecuacién de Hamilton-Jacobi

%4‘&0))6(1 —X) {exp <3i) - 1} +bx [GXP <—gi> - 1] =0 (198

para 0 < x < 1. Tiene la forma de (19.2) con un Hamiltoniano periédico en el
tiempo H(¢,x, p) dado por la férmula (19.3)).

Condiciones en la frontera. Como H(z,0,p) = 0, tenemos %—f(r,o) =0.

Por lo tanto S(#,0) es una constante Sy independiente de 7. Dado que en la
ecuacion (19.8) intervienen solo derivadas parciales de S(¢,x), sus soluciones
estan definidas salvo una constante aditiva; recordemos que el autovector v de
X(T) estd definido salvo una constante multiplicativa. Por lo tanto podemos
elegir Sop = 0, obteniendo la condicién de Dirichlet:

S(t,0) =0. (19.9)

Ademds, como 7, (t) = 0 para n > N y aplicando la férmula (5.10) en un en-
torno constante tenemos que S(1) es finito mientras % (1) = 4o0, imponemos

la «restriccion de estado».

%SC(;, 1) = oo (19.10)

Propiedades del Hamiltoniano. El Hamiltoniano H(z,x, p) es convexo en
pyaque

J9’H p —p

a—p2(t,x,p) =a(t)x(1 —x)e’ +bxe " > 0.
Ademds, H(t,x, p) — oo cuando |p| — oo siempre que 0 < x < 1. Nétese
que H(z,x,0) = 0. El lagrangiano es

L(t,x,v) = max{pv —H(z,x,p)}.
P

Cuando 0 < x < 1, tenemos L(z,x,v) = p,.v—H(t,x, p,) siendo p, la dnica
solucién de

H
V= E(I,x,p*) =a(t)x(1 —x)e’* —bxe P=.
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Se trata de una ecuacién polindmica de grado 2 en e”*. Obtenemos

L(r,x,v) = pov—a(t)x(1 —x) " — 1) — bx (e 7 — 1)
=vlog <V+ \/v2 +4a(r)x(1 x)bx) a(te(l —x) 4 b

2a(t)x(1 —x)

vt /v +4da(t)x(1 —x)bx B 2a(t)x(1 —x)bx
2 v+ V2 +4a(t)x(1 —x)bx

Cuando x = 1, tenemos

L(t,1,v) = 4oo si v>0,
L(r,1,0) = b
L(t,1,v) = —vlog(—v/b) +v+b si v<O.

Cuando x = 0, tenemos que L(z,0,v) = +o0 si v # 0 y L(£,0,0) = 0. Sin
embargo, para x cercano a 0, nétese que L(¢,x,v) ~ —vlogx. Asi que para
n > 0 pequefia y para toda funcién & € €1([6,1];[0,1]) tal que £(8) =
tenemos

[ (80,2 ) asm [ % voggsyas [ Mot e,

que es un nimero finito.

Soluciones de la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi. Dada una condicién ini-
cial So(x), la funcién

S(t,x _mf{/L ))ds+1g-0S0(£(6));

0<0<rt, EcE([0,1);[0,1])), 6=00&(0) =0, £(1) :x}

es una solucién de viscosidad de (I9.8) con condiciones de frontera mixtas
(19.9)-(19.10) tal que S(0,x) = So(x) [[13]. Es la funcién valor de un proble-
ma de tiempo de salida en x = 0 con la restriccién de estado en x = 1. Una
solucion periddica en el tiempo S*(z,x) de (19.8)-(19.9)-(19.10) viene dada,
pues, por un punto fijo del operador de evolucién anterior: $*(0,x) = S*(T,x).

Hay que tener en cuenta, no obstante, que no hay unicidad. En efecto,
consideremos el caso especial en que a(f) = ag es constante. En este caso,
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existen dos tipos de soluciones estacionarias de viscosidad S*(x): por un lado
estdn las soluciones de la forma

xlog(b/ag) +x+ (1 —x)log(1—x)+vy

con constante ¥ < 0, que difieren Unicamente en la constante ¥, siendo la
solucién con y = 0 la tinica que verifica la condicién de frontera en x = 0 en
el sentido clésico; por otro lado existen soluciones de la forma

min{0,xlog(b/ap) +x+ (1 —x)log(l —x) + v}

con la constante Y tal que 0 < ¥ < ¢p. Estas tltimas soluciones son idénticas
a cero cerca de x = 0 y por tanto no dan el valor correcto de C.

Para la ecuacién periddica en el tiempo con condiciones de fronte-
ra mixtas (19.9)-(19.10), se puede conjeturar que tiene soluciones de visco-
sidad S*(¢,x) que son T-periddicas con respecto a ¢, que no son idénticas a
cero cerca de x = 0 y que difieren solo en una constante (dando asi la misma
C). Es una solucién de este tipo la que elegimos como solucién BKW. Como
sugiere la figura[T9.4] la condicién de frontera en x = 0 debe entenderse en
el sentido de viscosidad ya que la funcién S*(¢,x) puede no ser continua en
x=0.

Comportamiento del autovalor A; cuando N es grande. Retomemos la

férmula (19.7). Tenemos

loa(h) _1ogb Ly ([ LS I
N - N Tnls | my (1) dt -xlog n; | m(t)dt | .

Notemos que
m (1) ~ o NS*(1,1/N)  o—NS*(1,07)

para N grande. Por tanto

1 T
Nlog (/ 7r1(t)dt> — — min S*(¢,0™)
0

N—+4oo  0<t<T

usando la férmula de Laplace para la evaluacion asintética de integrales [S5]].

Ademas, como
T (l) ~e NS (t,n/N),

tenemos

N—+oo  0<t<T 0<x<1

T
/ ﬂn(t)dt> — — min_ min S*(z,x)
0
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log(—

os-h) | .
N N—+o0

con la constante C dada por la férmula (I9.T).

Tiempo medio de extincién. El tiempo medio de extincién t,(¢) partiendo
de n infectados a tiempo ¢ es una solucién T-periddica del sistema

1= 25— la)n (1= n/N) +bn] 5+ a)n (1= /N) T

dt

(19.11)
0. En este sistema interviene 'Q(z), la matriz
)=

(Ta(t)) 1<nens (1) = (u(1))1<nen ¥ 1 =

para 1 <n <N, con 1(t) =
transpuesta de Q(¢). Sean 7T(t
(1,1,...,1). Tenemos

alm‘fli —Qnz, 1= 1.

Sea (-,-) el producto escalar habitual de vectores reales. Entonces

~ ~

%@7@:(%7%}4_(7?,2: (O7,T) — M (T, 7T) — 7,'Q(1)7).

Los términos en los que intervienen Q(z) y 'Q(z) se cancelan. Integrando
sobre un periodo y utilizando la periodicidad de las funciones 7(¢) y 7(z),
obtenemos
ACEY
Jo @ T)dt

Esto sugiere que el tiempo medio de extincidn 7, partiendo por ejemplo de una
persona infectada a tiempo 0, es del mismo orden de magnitud que —1/A;:

log(7)
N No+ew

19.2.2  Orbita heteroclinica

Recordemos que la ecuacién de Hamilton-Jacobi (19.2) puede resolverse,
al menos localmente, resolviendo simultaneamente el sistema hamiltoniano

dx OJH
dp _ JH (19.13)

dt ox
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y la ecuacién

% = p(t)gll;l(t,x(t), p(t)) —H(t,x(1), p(1))

con condiciones iniciales

0=, p0)=22(0.10),  2(0) = 5(0.x0),

de modo que z(t) = S(¢,x(¢)). En este caso,

f;ll;l(t,x,p):a(t)x(l—x)ep—bxep7 (19.14)
g—lj(t,x,p) =at)(1-2x)(e’? —1)+b(e?—1).

Busquemos primero una solucién T-periddica no trivial tal que x =0y

i% - _%Ij(r,o,p) =—(a(t) —be ") (e —1).

Tomando p = log(1 + ¢), obtenemos una ecuacién diferencial de Bernoulli
que se puede resolver facilmente. Esto nos da la solucién T-periédica

e—bt—&-_/'é a(s)ds

el* 0) —1

—|—/0ta(s) exp (—b(t—s)—i—/:a(”)du) ds‘| _1>’

pr(r) =log (1 +

donde

1 —exp (—bT—i—fOTa(s) ds)
/OTa(s) exp (—b(T—s) + /fa(u)du) ds

La solucién periddica (0, p*(¢)) es inestable. En efecto, considerando x(¢) =
X(t)y p(t) = p*(¢) + p(¢) y linealizando las ecuaciones, tenemos

d (% _( a@t)er)—per® 0
dt\ p) \ 2a(t)(E-1) —a(t)e?" O 4 pe=r" (1)

p*(0)=log |1+

ASTRRSH
N———
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Los multiplicadores de Floquet son

T * X
f:exp/ [a(t)e?” ") —be P D]ar
0

y 1/f, de ahi la inestabilidad.
En segundo lugar, busquemos una solucién periddica no trivial T tal que

p=0y
dx_aH

dt dp
La ecuacién anterior es la ecuacién de campo medio del modelo S-I-S. La
unica soluciéon T—periddica no nula es

x*(t) = [X*EO) exp (bt—'/ota(s) ds)
4 /0 'a(u) exp (b(t ) / "a(s) ds) du‘| :

1 —exp (bT — f3 a(s) ds)

/0 " o) exp (b(T— u) — / " as) ds) du

La solucidn periddica (x*(¢),0) también es inestable. En efecto, planteando
x(t) =x*(t)+x(t) y p(t) = p(¢) y linealizando las ecuaciones, obtenemos

d ( % >:( a(t)[1 =26 (1) — b a(t)x*(1)[1 —x* ()] + bx* (¢) ) ( i )

(¢,x,0) = a(t)x(1 —x) — bx.

con

xH(0) = (19.15)

dr \ p 0 —a(t)[1 —2x* ()] +b P

Los multiplicadores de Floquet son de nuevo inversos entre si, de ahf{ la ines-
tabilidad.

Recordemos de la Seccién [5.2] que en un entorno constante, existe una
6rbita heteroclinica en el plano (x,p) que conecta los puntos estacionarios
(x*,0)=(1—0b/a,0)y (0,p*) = (0,log(b/a)) cuando a > b. Se puede espe-
rar la existencia de una 6rbita heteroclinica (x(¢), p(z)) que conecta las solu-
ciones periddicas (x*(¢),0) y (0, p*(¢)), al menos para amplitud pequeiia de la
perturbacion periddica. Esta 6rbita especial se puede obtener numéricamente
por un método de disparo y entonces se tiene

€= L j {ﬁ(f)gl;(t,f(t),ﬁ(t))—H(r,f(;), p(0))|dt. (19.16)
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Meétodo perturbativo. Para el caso en el que la funcién a(f) es una cons-
tante ag, denotemos por
(X0(1), Po(r))

la 6rbita heteroclinica que conecta los puntos estacionarios

(x%,0) = (1=b/ap,0) 'y (0,p")=(0,log(b/ap)).

Esta 6rbita es tal que ag (1 —x)e” —b = 0, como se puede ver de la expresién
(19.3) del hamiltoniano. Utilizando esta ecuacién para expresar p en funcién
de x e insertando el resultado en la ecuacién (19.12)), obtenemos

dx

i bx—apx(1—x).

La solucién es

1 a -1
— (ag—b)(t—19) 0 _ alag=b)(t—t0)
0= e R (1-e )] .

Escogiendo por ejemplo x(79) = (1 —b/ag) /2, obtenemos

1—b/ag 1 + elao—b)(t=10)

00 = o Y Pl =lee e

Supongamos que
a(t) = ao[l +£9(1)]
con ag > b, € pequefio y ¢(¢) una funcién T-periddica tal que
T
/ ¢(t)dr =0.
0
El hamiltoniano puede escribirse como
H(t,x,p) =Ho(x, p) + €Hi(1,x, p),
donde Hy(x, p) es igual a la expresién (19.3) sustituyendo a(z) por ag y donde
H,; (t7xap) = a0¢(t)x(1 _x) (ep - 1)

Tenemos
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De modo que
)G (0.5(),5(0)) ~ H1.5(0),50)

—~ —~ dX() dxl ~ o~
[Po+€p1+ ][dt +e€ dt } 0(Xo0, Po)
JdH, JdH, R
—EX1—— (1 X0,P0) —€P1 —=— (f X0, po) — €Hi (¢, %0, po) + -+
0 ap
dxo dxo JHp dx,
= Do ar 0(X0,po) + € pi {dt 8p( ,X0,P0) | +€Po— 5
dpo . __ [oH PN d
" [ 2 (1% p)+ﬂ—eHl(r 50, Po) + -

dxo d . D
—POT—HO(XO PO)+8Z(P0x1) eHi (#,%0, po) +---

Sea
[ b/a() -1 710g(b/a0).

Por lo tanto,

/_ :ﬁ [ﬁ(t)g(nf(r),ﬁ(ﬂ) —H(1,5(0), ﬁ(t))] di
+oo

~co—e [ Hi(t,x0(r),po(t))dr.

Denotemos por I'(7p) el segundo miembro. Tenemos

C ~minI(f)
o

para € préximo a 0. En este caso, (1 —%)e”® = b/ag. Por lo tanto,

Xo(t)[p/ao — 1+X0(t)] dt

—coell=b/a) [ 0lto-+u/la0 b)) (g

+oo
[(t9) =co—€agp o(1)

du.

Obtenemos asi que I'(#y) es una funcién T-periddica de 7y tal que

T
/ F(to)dlo =0
0
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Consideremos el desarrollo en serie de Fourier de la funcién ¢(¢),

~+oo

o)=Y, tet,

k=—oco

con Q =27/T, ¢ = 0 ya que la media de ¢(¢) es nulay ¢_; = ¢, (el niimero
complejo conjugado). Entonces

o ke, [ Mow e
— _ 0 apg=b
F(IO)*CO‘FE(l b/aO)k;w¢ke /_oo et (]+eh)2 du
+oo ) krQ
=co+€(l—b/ap) Z ¢kek1§2t0%
koo sinh (;‘:_%)

(ver apéndice[19.5). En particular, si
0(t) = cos (<),

entonces ¢4 = 1/2y ¢ = 0 en caso contrario. Asi que

TQ Qf
L(to) = co + e —2E05(E210). QO) . (19.17)
H /5
agp sinh (arb)
Recordemos que el sistema perturbado es de la forma
d JH oH d JH JH
t_ 270 Lo4h_ 90 (19.18)

& ap Eop T ox Fox

y que Xo(7) y po(z) dependen solo de 7 — fp; por lo que la funcién Melnikov
24, §4.7.3] es

. Foo &Hl 8H0 (9H1 (9H() —~ ~
///(IO)*/ —(9)68P+(91)(9)C:|(t»x0(t)7170(t)) dt

teol OH,d%y oM, dpo]. . . .

— =2 T (1,7 (1), polt)) dt
T d p ,Xo(t), po(t))
_/+°°_‘9Hl‘@ 9H1 dpo
e L ox dty ap dto

Utilizando (19.17), obtenemos

]u&mxmo»w:-.

wQ sen(Qtp)

M (19) = P (;(f%) )
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Vemos que la funcioén .# (1) cruza 0 para 1y = km/Q (k entero). Por lo tanto,
la 6rbita heteroclinica existe al menos para € pequefio.

El minimo de I'(fy) en se obtiene para 7o = T/2 si € > 0 y para
to = 0 si € < 0: en ambos casos, se obtiene

Qe
ap sinh (a’gfzb)

para € préximo a 0. Cuando la pulsacién Q es pequeiia (y el periodo T grande)
de manera que Q < ao, usando tenemos

Crcp— (19.19)

Crco—le|(1=b/ag), (19.20)

que es independiente de Q. Esta férmula es la misma que se obtiene sustitu-
yendo a = ap(1 — |€|) en la formula (5.12) :

b b b b
————1l—-log———~=——1—-log— —|g|(1 =b/ap) +o(€
para € préximo a 0. Como sinh(x) > x para todo x > 0, podemos observar que

el valor aproximado de C dado por la férmula (I9.20) es siempre menor que
el dado por la férmula (I9.19).

Limite de alta frecuencia. Supongamos ahora Q >> ag, siempre con ¢ (z) =

cos(Q). El sistema (19.18)) se escribe

% = ?(x,p) + ap€e cos(Qr)x(1 —x)e?
p
‘C%’ _ _%(x,p) — aoecos(Q1)(1—2x)(e” — 1).

Siguiendo el método de Kapitsa [41, §30], sean

x(t) =X(@)+&(1),  plt) =P@)+n(),

donde X y P son variables lentas, mientras que £ y 7 son oscilaciones pe-
queias pero rapidas. Los términos que oscilan de manera rdpida deben equi-
librarse:

% ~ age cos(Q1)X(1 - X)eF, ‘%7 ~ —agecos(Qt)(1—2X) (" —1).
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Considerando X y P constantes durante el periodo corto T = 27/€, obtene-
mos

E(t)~ % sen(Q1)X(1—-X)eP, n(t) ~ —% sen(Qr)(1—2X) (e’ —1).

Esto sugiere la transformacién

€
x=X+ % sen(Qr)X(1—X)e’

202
ap€ an€
p=P———sen(Q)(1 -2X)(e" — 1)+ -2 -®(1,X,P),

donde la funcién ¢ (¢, X,P) se elige de forma que la transformacién sea casi
canonica [41} §45], es decir, de forma que los corchetes de Poisson cumplan
la condicién

_dxdp Jdxdp )
Dado que
{x.p}
202 o
=[1+ %sen(ﬂt)(l —~2X)e’| {1 - %sen((lt)(l —2X)eP + ‘?;‘;P]
2.2
_ [a0€ _x)eP] [o %€ Py, %€ 9P

{Q sen(Q1)X(1—X)e ] {2 9 sen(Qt)(e” — 1)+ o7 3X |

la condicién (19.21)) se escribe
2.2 2.2

_ . %E 2.0p , @€ 0P

{x,p}=1 o sen (Qr)(1—2X)%e™ + o2 Ip
ale?
- 2& sen?(Q)X(1 —X)eP (ef — 1) +0(af/Q?) = 1+ 0(a}/Q?).

De modo que

P

3p = sen®(Qr) [(1- 2X)%e® +2X (1 — X)eP (ef - 1].

Para obtener ®(¢,X,0) = 0, debemos elegir

®(1,X,P) = sen?(Qr) [(1 —2X)* (e — 1)/2+ X(1 - X)(e" — 1)?].
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La funcién generadora de segundo orden F;(¢,x,P) de esta transformacién
[62, capitulo 7], tal que

9P =X+o(ag/Q7), O = p+o(ap/L7),

viene dada por

Fs(t,%,P) = xP — % sen(Qe)x(1 —x)(e” — 1)

202

n %senz(ﬁt)x(l (1 —20) (P - 1).

Sea H(¢,x,y) = h(t,X,P). El nuevo hamiltoniano es

JF,
h(I,X,P)+W.

En la media de este hamiltoniano en un periodo T = 27/Q, el segundo tér-

mino se cancela ya que fOT % dt =0y solo queda el hamiltoniano efectivo

T
A(X,P) = % /0 h(1,X,P)d.

Un célculo laborioso que utiliza el hecho de que + [OT sen®(Q¢)dt = 1/2 con-
duce a

202

_ )
AX,P)~X(1-¢eF) [ao(l —X)e’ —b+ ZOQZ{—aOX(l —X)2e?+

+b(1 —X)(1 -2X)eP —bX(1 —X)(e" — 1) —b(1 —2X)2}

Obtenemos la 6rbita heteroclinica perturbada imponiendo que el término en-
tre corchetes sea cero. Esta 6rbita conecta (X3, 0) con (0,P}), con

ap (a() — b)82

202

b(ao — b) 82

XE & (1—b/ag) [1— T

} , Pi=~log(b/ag)+
La accién a lo largo de esta orbita heterdclita es

0
C= PdX.
Xe
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Otro tedioso calculo conduce finalmente a

202
@0 =b)€ 1 | 2pay). (19.22)

Como la funcién u + (1 —u)?(142u) es menor que 1 en el intervalo 0 < u <
202

1, el término de correccidn para C es siempre menor que f g ;2 , que es pequefio

ya que se supone Q > ag. Como era de esperar, una poblacién sometida a

una perturbacién de alta frecuencia depende poco de la amplitud € de esa

perturbacion.

19.3 Calculos numéricos

Multiplicadores de Floquet. Podemos estimar directamente el autovalor
A1 calculando los multiplicadores de Floquet de la ecuacién maestra (19.5)
con un software como Scilab que resuelve numéricamente las ecuaciones di-
ferenciales ordinarias y calcula los autovalores de las matrices. En efecto,
eMT es el autovalor con la segunda parte real mds grande, siendo la primera
1. Podemos entonces dibujar el grifico de —log(—A) en funcién de N. La
pendiente de esta curva da un valor aproximado de la constante C.

La érbita heteroclinica. Un método de disparo da la érbita que une (x*(),0)
con (0, p*(¢)), tomando la condicién inicial x*(0) dada por la férmula (19.15])
y un valor negativo muy pequefio para p(0). Variamos este valor hasta obte-
ner una solucién (x(t), p(f)) que tiende a hacerse periddica, es decir, con x(¢)
acercdndose a 0y p(kT) acercdndose a p*(0) para k grande (pero no demasia-
do grande para evitar la inestabilidad numérica). Podemos entonces utilizar
la integral (19.16)) para calcular numéricamente la constante C.

El método con la ecuacion en derivadas parciales. También se puede cal-
cular una solucién periddica S* (¢, x) de la ecuacién de Hamilton-Jacobi
utilizando métodos numéricos de la teoria de soluciones viscosas. Por ejem-
plo, sea Ar el paso de tiempo y sea Ax el paso en espacio. Sea S’/ una aproxi-
macién de S(mAt, jAx), donde j y m son enteros tales que m >0y 0 < j <J
con J = 1/Ax. Podemos utilizar el esquema de tipo Godunov

gl _gm §m_gm §gm _gm
J J Ar. i J =1 Yj+1 i) _
Y, + (m t, jAx, P A 0,
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donde el Hamiltoniano numérico 5 (¢,x, p~, p*) viene dado por

— v J min{H(t,x,p); p~ <p<p*} si p <p?,
Hxpp )_{ max{H(z,x,p); p* <p<p~} si pt<p.

Como H(z,x, p) es convexo respecto a p, la segunda expresion, en la que
interviene un médximo, es igual a max{H(¢,x, p™),H(z,x, p~)}. En cuanto a
la primera expresion, en la que interviene un minimo, obsérvese a partir de
la ecuacién que H(t,x, p) tiene un minimo con respecto a p cuando

‘3—;1 =0, es decir cuando

ﬁ:ll b

P=r = =)

De modo que

H(t,x,p") si p <p' <ph,
min{H(r,x,p); p~ <p<p*}={ H(t,x,p ) si pP<p <ph,
H(t,x,p!) si p~ <p*<pt.

Para las condiciones de frontera, establecemos S§' =0y (S7'— S} ;)/Ax=K
para K grande. El paso de tiempo At tiene que ser suficientemente pequefio
comparado con el paso en espacio Ax. Como condicién inicial tomamos

S(0,x) = xlog(b/ap) +x+ (1 —x)log(1 —x),

es decir, la solucién estacionaria regular cuando la funcién a(t) se sustituye
por su media temporal. Una vez que la solucién del problema no estacionario
ha alcanzado un régimen periddico, podemos estimar

C=minS*(1,0") — minS* (1,x).
X

Ejemplo. Supongamos que
a(t) = ap(1+ecos(2nt/T))

con T = 1 semana. Consideremos primero el caso en el que ap = 20 por se-
mana y b =5 por semana. La duracién media de la infeccién es de 1/b =
1,4 dias. Por tanto, Zy = ao/b=4 > 1y co =b/ap— 1 —log(b/ap) ~ 0,636.
La figura[19.2] muestra —log(—A) en funcién de N para € = 0,2, 0,5 0 0,8
y N =10, 20, ..., 60, calculado mediante multiplicadores de Floquet. Las Ii-
neas corresponden a una regresion lineal de los 3 dltimos puntos N = 40, 50,
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Figura 19.2: Célculo de los multiplicadores de Floquet de la ecuacién maestra:
—log(—A;) en funcién de N para € = 0,2, 0,5 0 0,8 y N = 10, 20, ..., 60. El nd-
mero C es la pendiente de estas lineas. Valores de los pardmetros: T = 1, ap = 20,
b=>5.

60. Las pendientes de estas lineas, que dan estimaciones de C, son respecti-
vamente 0,524, 0,364 y 0,225 para € = 0,2, 0,5y 0,8.

En este ejemplo, los pardmetros ap y Q = 27/T son del mismo orden de
magnitud; es un caso de frecuencia intermedia. Por lo tanto, esperamos que la
férmula (19.19) dé una buena aproximacién para C cuando € es pequefio. En
la figurd19.3]|se muestran las siguientes curvas en funcién de € para0 < € < 1:

= ¢l célculo de C con la drbita heteroclinica y el cdlculo de C con la ecua-
ciéon de Hamilton-Jacobi utilizando Ax = 0,002 y At = 0,0002 (estas
dos primeras curvas son casi indistinguibles);

= los valores de C obtenidos en la figura (nétese como se sitdan
sobre las dos curvas anteriores);

= la férmula aproximada (19.19);
= la aproximacion de baja frecuencia (19.20).

Podemos ver que la férmula (I9.19) se mantiene cercana a C incluso cuando
€ es solo moderadamente pequefio.

La ﬁguramuestra una solucién periddica en el tiempo S*(z,x) de la
ecuacién de Hamilton-Jacobi, trazada en funcidn de x para diferentes valo-
res de ¢, cuando € = 0,5. Nétese la discontinuidad de la solucién en x = 0.
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Figura 19.3: Frecuencia intermedia: el nimero C calculado usando la 6rbita heterocli-
nica [linea sélida] o la ecuacién de Hamilton-Jacobi [linea punteada con lineas largas]
(las dos curvas son casi indistinguibles), los multiplicadores de Floquet como en la
figura[T9.2][puntos], la férmula aproximada (I9.19) [lineas discontinuas y cortas] y la
férmula de baja frecuencia (I9.20) [linea mixta], en funci6n de €. Los valores de los
pardmetros son los mismos que en la ﬁgura

Un zoom cerca de x = 0 mostraria que S*(z,0") es efectivamente periédica
en el tiempo, de modo que la condicién de frontera S*(¢,0) = 0 solo puede
satisfacerse en un sentido débil.

La figura[19.5|considera un ejemplo de alta frecuencia: ag = 2 por semana
y b =1 por semana. Por lo tanto %y =2 y cp ~ 0,1931. En este caso, Q =~
6,28 por semana es algo mayor que ag. El nimero C se calcula utilizando la
6rbita heteroclinica y la férmula de alta frecuencia en funcién de €
para 0 < € < 1. La concordancia es buena en toda la gama de valores de €.
Finalmente la figura muestra la 6rbita que une (x*(¢),0) con (0, p*(¢))
para los mismos valores de los pardmetros con € = 0,1.

19.4 Observaciones

= Se pueden obtener estimaciones mdas precisas con la solucion BKW
refinada

T (1) ~ @ NSoltn/N) =S (tn/N)
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Figura 19.4: Una solucion periédica en el tiempo S*(#,x) de la ecuacién de Hamilton-
Jacobi, dibujada en funcién de x para t = 0 [linea sélida], r = T/4 [linea discontinua
con guiones largos], = T/2 [linea discontinua con guiones cortos] y t = 3T /4 [linea
mixta]. Los valores de los pardmetros son los mismos que en la ﬁguray £=0,.5.

0.1935 1
0.193 4
0.1925 4
0.192 4
0.1915 4
0.191+
0.1905 +

0.19
0.1895 +
0.189 4
0.18850

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 19.5: Régimen de alta frecuencia: C calculado mediante la drbita heteroclinica
[linea sélida] y la férmula de alta frecuencia (19.22) [linea punteada] en funcién de €.
Valores de los pardmetros: T=1,a9 =2,b=1.
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Figura 19.6: Las componentes ¢ — x(¢) y £ — p(¢) de la 6rbita heteroclinica (x(¢), p(¢))
que conecta las dos soluciones periddicas (0,p*(¢)) y (x*(¢),0). Los valores de los
pardmetros son los mismos que en la figura[T9.5]y £ = 0,1.

Sustituyendo

2S 1 9%s
nm(r)xem( NSo(t,n/N) = 52 (t.n/N) = 5522 (1.n/N)

—Si(¢,n/N) — %%( ,n/N))

y una expresion similar para 7,1 (¢) en la ecuacién (19.6)), y separando
los términos de grado superior, obtenemos la ecuacién de Hamilton-
Jacobi (19.8) para So(#,x) y la ecuacién de transporte

aasl +{ (O)x(1 = x)e 7Y bxeao}

- 2
—a(r)e [1—2x+ *1 )%x,f}rbeff [—1+X350}

S,

2 2 dx2

para S;(z,x). Las funciones So(¢,x) y Si(¢,x) se deben calcular numé-
ricamente.
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= Sea la funcién generadora

N

g(t,x) =Y Py(t)x"

n=0

con 0 < x < 1. Por tanto g(z,1) = 1 para todo ¢. Un simple célculo a
partir del sistema (19.5) muestra que

a X a 2
2 — - (04 S atw) 4 -9 38

para 0 < x < 1. En el régimen cuasi-estacionario, esperamos que g(7,x) ~
14 ety (t,x) con y(r,x) periédicoent, w(r,1) =0y

oy a(t)x oy a(t) 2’y
A —=(1- b —a(t)x ) =— + =22 (1 —x) == .
=l x)( M RO B e caR R e
Asi, A1 es también el mayor autovalor no nulo de este problema para-
boélico. Esta podria ser una forma de demostrar de manera mds rigurosa
los resultados asintéticos relativos a A} para N grande.

= Considerando P,(r) = &(t,x) donde x = n/N y realizando un desarro-
llo de Taylor de orden 2 de la ecuacién maestra (19.3)), se obtiene la
ecuacion de Fokker-Planck o ecuacion de difusion

07 1 9?

O la(tx(1 ) +5) 7] — 2 [(ale)e(1 ) ~ ) 7],

dx
Del mismo modo, tomando el tiempo medio de extincién 7, (¢) = ©(z,x)
donde x = n/N, el sistema (19.11) conduce al siguiente problema

ot ot 1 2’7
—1= 5 + (a(t)x(1 —x) —bx) e *toN (a()x(1 —x)+ bx) 552
Sin embargo, incluso en el caso de coeficientes independientes del
tiempo, estas ecuaciones no dan el valor correcto de C; el valor tien-
de a ser correcto solo cuando la reproductividad % es cercana a 1.

= Como el tiempo medio hasta la extincién es 7 ~ e“N, podemos decir
simplificando mucho que este tiempo es pequeiio si N < 1/C y grande
si N> 1/C. El niimero 1/C recuerda asf al concepto de tamaiio critico
de una comunidad, es decir, el umbral de poblacién por debajo del cual
un agente causante de una enfermedad no puede persistir localmente
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en el tiempo sin una contribucién externa de casos contaminados [34]].
Pero observamos que en el modelo S-I-S no existe un umbral real, es
decir, una bifurcacién, cuando varia el tamafio N de la poblacién. Esto
es muy diferente del fendmeno que distingue el caso subcritico (ag < b)
del caso supercritico (ag > b), donde hay un umbral real.

19.5 Apéndice

Demostremos la siguiente igualdad

—+o0 u
ilu c B ﬂfk
[m T Tre? = San(h) (19.23)

En primer lugar, e /(1+¢*)? = 1/(4ch?(u/2)), que es una funcién par. Te-
niendo en cuenta esto e integrando por partes tenemos

/+wei’h‘idu = 2/+wcos(7tu)67udu
—oo (1+ev)? 0 (1+ev)?
_, [—cos(lu)] e _2/+°° Asen(Lu) d
I+e* |, 0 1+ e
flfzx/m e sen(Au)
I4e

Desarrollando en serie 1/(1+e™*), obtenemos

o
[w e’l“(lj nE: u—l—ZAZ / e~ sen(Au) du

( 1)n+1
f1+2122m.

La suma de esta serie se puede calcular tomando z = iTA en la férmula de
Euler [[76]

1 1 = 27
- - =
senz  z +;§‘1( ) 2 —n?n?

La igualdad anterior es cierta para cualquier niimero complejo z tal que z # nm
(n entero). Como sen(iwA) = i sinh(7A ), obtenemos
A 1)"
sinh(7A) A2+

1+27LZZ

n=1

de lo que se deduce el resultado.
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Este libro ofrece una introduccién a la modelizacién matemética
de las epidemias. Los origenes de este tema se remontan al
siglo XVIII, pero fue la pandemia de coronavirus la que lo
volvié a poner en primer plano.

La primera parte trata de los modelos clésicos S-I-R y S-E-I-R
y, en particular, de la determinacién del tamafio final y del pico
de la epidemia. La reproductividad %, desempefia el papel de
pardmetro critico. Solo hay epidemia si este pardmetro es mayor
que 1. La epidemia desaparece si la fracciéon de la poblacion
vacunada es superior a un umbral que se calcula facilmente
en funcién de este pardmetro. Las otras dos partes del libro
tratan de la influencia de las estaciones en la propagacién de las
epidemias y en la persistencia de las enfermedades endémicas,
ya sea desde un punto de vista determinista o estocdstico.

Este libro es uno de los pocos en espafiol que presenta en de-
talle los modelos matemdticos de las epidemias. Esta dirigido
a estudiantes de grado y posgrado y a todos aquellos a los que
la pandemia de coronavirus ha despertado la curiosidad por la
modelizacién de epidemias.
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